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Einleitung  Themeniibersicht

Ubersicht iiber die Themen |

Ordnungsrelationen
o Reihen
o Asymptotische Reihen, Asymptotische Folgen, Poincare-Reihe

Integrale

o Partielle Integration
o Sattelpunktsmethode

o Transzendente Gleichungen
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Einleitung  Ordnungsrelationen

Motivation

In dieser Vorlesung betrachten wir zum einen allgemeine Approximationsmethoden, die auf
vielfaltige Problem in der Physik angewendet werden kdnnen. Zum anderen geben wir auch
explizite Naherungen fiir konkrete Ausdriicke und Funktionen an. Die hier dargestellten Verfahren
und Methoden stellen eine kleine Auswahl dar.

Typische Fragestellungen
@ Wie bekommt man eine gute Approximation fiir die Lésung der Gleichung
x4+ax3+bxz+cxze, lel €1
wenn die Lésung der linken Seite exakt bekannt ist?
@ Wie sieht die asymptotische Lésung der Gleichung:
t = xe*
fiir groBe oder kleine Paramater t aus?

@ Wie sieht das asymptotische Verhalten der Integrale

oo —X
/ xS , / dz g(z)e @
0 1+ xt ~

als Funktion des Parameters t aus?

@ Wie sieht das asymptotische Verhalten der Summe:

N
1
> 5

n=1

fiir groBe N aus? )
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Einleitung  Ordnungsrelationen

Ordnungsrelationen |

Um asymptotisches Verhalten von konkreten Ausdriicken qualitativ und quantitativ bewerten zu
kénnen brauchen wir eine Ordnungsrelation fiir das Verhalten der Ausdriicke in einer Umgebung

eines vorgegebenen Punktes. Wir definieren zunadchst zwei verschiedene Ordnungsbegriffe:

Definition (Ordnungsrelationen)

Es seien Gebiete Go C G C K gebeben mit Elementen z € G und zy € Go und zwei stetige
Funktionen f und g auf G.

@ Wenn es eine Konstante (0 <)y < oo gibt, so dass gilt:
If(2)| < vlg(2)l, Vz € Go,

schreiben wir:
z—29

f(z) =" 0(g(2)) <« f(z2)~ O(g(2))
@ Wenn fiir jedes € > 0 eine Umgebung Gq existiert, so dass gilt:
|f(2)| < clg(2)l, vz € Go,

schreiben wir:
z—2z9

f(z) =" o(eg(2))

1
2
®3)

4) |
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Einleitung  Ordnungsrelationen

Ordnungsrelationen |l

@ Der Punkt zp € Go wird oft ein konkret ausgewahlter Punkt einer zu betrachtenden Funktion sein und G
eine kleine Umgebung des Punktes z;. Fiir die erste O-Ordnungsrelation bedeutet dies, dass fiir jede
Folge z; € Gy, die gegen z geht gilt:

f(2)

g(z)

Diese Relation benutzen wir um die Eigenschaft zu priifen.

lim
Zi*)ZO

@ Desweiteren folgt aus f(z) = ©(g(z)) die Ordnungsrelation f(z) = O(g(z)), nicht aber die Umkehrung.
Aus der Eigenschaft 2. folgt, dass es eine Folge z; € Go gibt mit der Eigenschaft:

f(z:
lim (z)
zi—2 g(z)

=0. (5)

@ Die Ordnungsrelation O nutzt man oft, wenn das Verhalten der Ordnung bekannt ist, wohingegen man
die Ordnungsrelation © benutzt, wenn man lediglich weiB, dass die Eigenschaft (5) erfiillt ist. Letztere
enthalt offenbar weniger Informationen.

@ Im Folgenden werden wir immer z — z; schreiben und meinen damit beliebige Folgen z; € Gg.
@ Man beachte die einfachen Beispiele fiir x — 0:
X = O(x)(= o(x)), A sinx = O(1), A sinx = O(x)

In den beiden ersten Fall ware sogar v = 0 méglich. Fiir die Physik ist es oft besonders wichtig in einem
speziellen Punkt z, ein Ordnungsverhalten zu finden fiir das gilt lim,_., |f(z)/g(z)| = v > 0, was wir
im Folgenden immer annehmen werden bei der Verwendung von f(z) ~~ O(g(z)).

@ Man beachte:

Ox)+03)"2°0(x) A Ox)+ O(3) T O(P)
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Einleitung ~ Ordnungsrelationen

Ordnungsrelationen Ill

Definition (Ordnungsrelationen x — +00)

Fiir zwei Funktionen f und g, fiir die es Konstanten v < co und I' < oo gibt, so dass gilt:

IFON < vlg(x)l, T <x<oo, (6)
schreiben wir:
f(x) 7 O(g(x))- ™
Analog ist die Definition fiir x — —oo. )
Behauptung
Es seien Gebiete Gg C G C K gebeben mit Elementen z € G und zy € Go und zwei stetige Funktionen f und
g auf G, dann gelten die Ordnungsrelationen:
0(0(f)) = O(f) (®
O(o(f)) = o(f) (9)
O(fg) = O(f)O(g) (10)
O(f)o(g) = o(fg) (11)
O(f) + O(f) = O(f) (12)
o(f) + o(f) = o(f) (13)
o(f) + O(f) = O(f) (14) |

Beweis: siehe Ubungen!

Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik) Asymptotische Analysis June 15, 2013 8 /108



Einleitung ~ Ordnungsrelationen

Beispiele fiir Ordnungsrelationen |

@ Sei G = [—1,+1] und f(x) = x sowie g(x) = tan x. Betrachten wir den Punkt xo = 0 und die
dazugehdrigen Gebiete Go = [0, §[C G mit 0 < § < 1, so folgt mit:

3tan¢
cos? ¢

g(x) =tanx = x + > x = f(x), Vx € Go

>0, 3£€Gy
Wihlen wir nun v = 1, so gilt dann: f(x) = x = O(g(x)) = O(tan(x)), Vx € Go.
Wihlen wir andererseits v = 1/2, so folgt

1
vg(x) = > tan(x) < x = f(x), Vx € Gg

also auch die Umkehrung tan(x) = O(x), Vx € Go.
@ Sei G = [0, o0] und f(x) = exp(—1/x) sowie g(x) = x", dann folgt fiir xp = 0:
efl/x yn

lim = lim — =0
x—0 xn y—oo ey

Also gilt exp(—1/x) = o(x"),Vn € N und x — 0.
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Einleitung

Ordnungsrelationen

Beispiele fiir Ordnungsrelationen |l

© Sei f(x) = logx und g(x) = x", dann gilt fiir das asymptotische Verhalten:

O x — oo:

lim

logx

=0, n >0,

x—o0 xN

also ist log x = ©0(x"), n > 0 und damit auch log x = O(x"), n > 0. Dariiberhinaus gilt sogar

log" x = o(x"), n > 0,n € N. Aber es gilt auch:

lim
@ x —x, >0

lim

X—rxg

lim
n—0t x—o00  x7

log(x — xo) _ {0

(x = x0)7

log x

— 00

also ist log(x — xp) = o((x — x0)"), Vn < 0, aber wiederum nicht fiir n = 0.

@ Es gilt fiir x — oo

(a+x+O(x"H)~
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Einleitung ~ Ordnungsrelationen

Beispiele fiir Ordnungsrelationen 111

@ Fiir x > 1 gilt:
/X (14 ¢y = / dtexp(tIn(l + t~1)) = / dtexp(l — 1/2t + 1/322 + O(t %))
1 1 1
- e/x dtexp(—1/2t + 1/38 + O(t7%))) = e/x de(1 — 1/2t + 11/248 + O(t™?))
1 1
= ex — g Inx + O(1)

Achtung, der O(1) Term verandert sich in jeder Ordnung, die man im Integral mitnehmen wiirde.

@ Firnée Nund x — 0 gilt:
X X
/ dt(Int)" = x(Inx)" — n/ dt(In )" = x(Inx)" + O(x(Inx)" 1)
0 0
@ Fiir festes n € N und x > 0 gilt gleichmaBig:

(XeZ(x—n))n _ O(ex2+)<)
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Reihen  Asvmptotische Reihen

Asymptotische Reihen |

Definition (Asymptotische Potenzreihe)

Es sei f € C(G), dann nennen wir die formale Potenzreihe:

(z,20) Zoc,,(z —2z0)", (17)

eine asymptotische Potenzreihe von f(z) um z € G, wenn gilt:

lim ((z — z)~N [f(z) - 5,{,(2,20)]) =0, Vz,20€G, NEN (18)
4
Vergleichen wir das mit den definierten Ordnungsrelationen, so stellen wir fest, dass dann gilt:
N
f(z) 20 Y al(z - 20)" + O((z - )™, (19)

n=0
denn: lim;—(z — 20) "NO((z — 20)V*) = 0. Wichtig ist zu bemerken, dass (18) und damit
auch (19) nichts iiber die Konvergenzeigenschaft der asymptotischen Reihe aussagen.
Haben wir beispielsweise zp = 0 und ot = 1/n! und a2 = 1 so fiihrt dies auf
f(2,0) = Ai(z) = exp(z), z € R und S2(z,0) = f(z) = 1/(1 — 2), |z| < 1 aber die
asymptotische Reihe S,f\?(z, 0) ist fiir |z] > 1 nicht konvergent.
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Reihen  Asvmptotische Reihen

Asymptotische Reihen Il

So kdnnen wir also im Allgemeinen keineswegs die Funktion f(z) gleich der asymptotischen
Potenzreihe S/_(z, z9) setzen, stattdessen schreiben wir:

f(z) "R Sl (z,20) = D af(z — 20)", (20)
n=0

oder noch weiter verkiirzend f(z) ~ Sf (z,2). Es kann aber auch der Fall eintreten, dass die
Ordnungsrelation nur bis zur einer endlichen Anzahl von Termen in der Potenzreihenentwicklung
gilt, deswegen definieren wir:

Definition (Asymptotische Potenzreihe der Ordnung N)
Es sei f € C(G), dann nennen wir Sf(z, z) eine asymptotische Potenzreihe der Ordnung N von
f(z) um zg € G, wenn gilt:

i (% [(2) - s,(,(z,zo)]) —0, Vzz€Gy, 0<n<NEN. (21

220 \ (z — z9)"

Fiir eine asymptotische Potenzreihe der Ordnung N gilt also:

f(z) “° Sf(z, 20).
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Reihen  Asvmptotische Reihen

Asymptotische Reihen [lI

Fiir die Ordnungsrelation erhalten wir:

N
f(z2) = an(z —20)" +o((z — 20)"),

n=0
denn

1 o((z — o)V
lim ———— [f(z) — Si(z, zo)] —im 2EZ2)T) oy o
= (z = )" A (e~ oy
Aus der Analysis ist uns der Begriff der Taylorentwicklung vertraut. Ohne auf die
Konvergenzeigenschaften einer Taylorentwicklung einzugehen, hat man deswegen fiir Funktionen
f € C* zuniachst die asymptotische Potenzreihenentwicklung:

dn

fl2) "~ () (=)
n=0

n!

(22)

z=2)

Ist diese Summe konvergent, so wissen wir aus der Funktionentheorie, dass f(z) holomorph ist.
Umgekehrt gilt, dass wenn die Reihe (22) nicht konvergiert, f(z) in zg nicht holomorph ist.
Betrachten wir als Beispiel die Funktion:

f(x);{SXp(l/X) izg :znnf(z)z =0

(23)
=0

und somit lautet die asymptotische Reihenentwicklung: f(x) *200.
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Reihen  Asymptotische Reihen

Beispiele asymptotischer Reihen |

Beispiel

fux)=1-x)", MeN (24)

Zundachst gilt exakt:

N M

S (x,0) = Z( )( )", N<M = :Z( )(x =sM(x,0)  (25)

=0 n=0
Im Plot ist die Funktion fio(x) (24) dargestellt, sowie die Funktionen

51&07 5;10 und 56&0 aus (25). Diese Funktionen sind asymptotische . y — —
Reihen der Ordnung N = 1,5,6 um xg = 0, denn es gilt fir N < M: ‘7f75' 557‘36‘

L1 i e 1y i
X'ﬂ'lo XW(fM(X) — Sy (x,0)) X'[PO XW(SM (x,0) = 5y"(x,0))

M
= tim > (M)
n=N+1
=0 (N<M) — e

-02  -01 0| 0N 02 03 0.4 0.5
Ein Problem in asymptotischen Entwicklungen ist an diesem Beispiel )
zu erkennen, wenn man die vollstandige Entwicklung S,(,m betrachtet:

580 (x,0) = 1 — 10x 4 45x> — 120x* + 210x* — 252x° + 210x°

Fir x = 1/2 tragen die ersten beiden Terme mit 1 und -5 und die
beiden letzten Terme mit -7.875 bzw. 3.28125 zur Summe bei. Alle
Terme sind von gleicher GréBenordnung!
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Reihen  Asymptotische Reihen

Beispiele asymptotischer Reihen [l

Beispiel

f(x) = (26)

Zuniachst gilt exakt:

N — x
sy =l ven =
‘= 1—x

(27

Im Plot ist die Funktion f(x) (26) dargestellt, sowie die Funktionen

S§, N =1,5,10,50 aus (27). Betrachten wir
f(x) -5 o=
fm FOI=SMO) _ o X 0 n0
X—=Xp xN x—=xg 1 — x 1—xp

Damit ist SK,(X) eine asymptotische Reihe der Ordnung N € N nur
um den Punkt xgp = 0. Der Limes N — oo der Funktion S,Q(x)
existiert nur fiir [x| < 1 und es gilt: S’_(x) = f(x). Dies ist
deutlich im Plot zu erkennen. Betrachtet man die Umgebung um

x=1lundsetzt: x =1—¢€, 0 < e K 1, so gilt: s
1 1 1—c¢
flg=t A siaeg= 120" e 6y
€ €
-10-
Fiir gute Naherungen in der Ndhe von x = 1 braucht man N = ‘—/—s{ sL——sl,— s,

O(1/¢€) viele Terme!
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Reihen  Asvmptotische Reihen

Beispiele asymptotischer Reihen IlI

Beispiel

o —t
f(x) = ex/ dt eT = "B (x), x > 0. (28)

Eine mehrfache partielle Integration ergibt:

o (7X)n tN+1
— o
) =0 )
=Su() + 0" (29)

Die Funktion f(x) wird fiir groBe x von der asymptotischen Poten-

zreihe Sf(x) der Ordnung O(x~N~1) dargestellt. Die Giite der ) ‘ ‘
Approximation ist aus der Abbildung qualitativ zu erkennen.

0 2 4 f‘| ?‘( I‘O
Der Frage bei welchem N und vorgegebenem x die Reihe Sf(x) die Funktion f(x) am besten darstellt wollen
wir an dieser Stelle nicht nachgehen. Es ist aber schon aus diesem Beispiel ersichtlich, dass nicht notwendig
eine groBere Ordnung auch eine groBere Genauigkeit erzielt. Desweiteren gilt:

N p _N peodx e PN L oo dy e XM L oo
x| f(x) =Sy (x)| = v e N+l = 0

Nt x Jo o (y+x)N* X
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Reihen  Asvmptotische Reihen

Asymptotische Potenzreihe um z = oo

Aus dem letzten Beispiel ist aber auch sofort klar, dass die Reihe Sf (x) im allgemeinen keine
konvergente Reihe darstellen muss. Motiviert durch dieses Beispiel, definieren wir im nichsten

Schritte den Begriff der asymptotische Potenzreihe um zy = oco.

Definition (Asymptotische Potenzreihe)

Es sei f € C(G), dann nennen wir die formale Potenzreihe:

N f
Su) =31 (30)
n=0
eine asymptotische Potenzreihe von f(z) fiir z — oo, wenn gilt:
lim (z"’ [f(z) - s,(,(z)]) =0, YNEN. (31)
Z— 00 J
Ebenso dquivalent schreiben wir dann auch:
N Oéf
—N—
f(2) :ZZ—Z +0(z7N"h, NeN, (32)
n=0
oder
f(z) X7 ST_(2). (33)
Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik) Asymptotische Analysis June 15, 2013 19 / 108




Reihen  Asvmptotische Funktionenfolge

Asymptotische Funktionenfolge

Definition (Asymptotische Funktionenfolge)

Eine Funktionenfolge {¢, € C(G), n=0,1,2,...} nennen wir eine asymptotische
Funktionenfolge in zg € Go, wenn gilt:

¢n+1(2) = O(¢n(2))7 Vz — z. (34)
Aus der Eigenschaft (34) folgt fiir asymptotische Funktionenfolgen die Verallgemeinerung:
fim 212 _ 0, VneNl. (35)
z— 2z ¢)n(z)
Beispiel:
Q xp < oo
on(x) =(x—x)", n>0 (36)
Q xp = oo
1
én(x) = 7 >0 (37)
Q@ x =0:
@én(x) = sin"(x) (38)
Q f(x)=0:
én(x) = £(x)" (39)
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Reihen  Poincaré Reihe

Poincaré Reihe |

Definition (Poincaré Reihe)

Es sei f € C(G) und eine asymptotische Funktionenfolge ¢, € C(G) in zg € Go gegeben, dann

nennen wir die formale Reihe:

N
Su(z,20) =Y apén(2), (40)
n=0
eine asymptotische oder Poincaré Reihe von f(z) um z € G, wenn gilt:
f(z) — St (z, z
im (@ =SuE20)) oy, L Nen (41)
=2 on(2)
v
An dieser Stelle bemerken wir wie zuvor, dass wir hierfiir auch schreiben:
Z—rZ
f(z) =" S}(z. 20) + O(dn1), (42)
oder symbolisch und ohne auf Konvergenzeigenschaften einzugehen schreiben wir dann:
f(z) “X° S (2, 20) (43)
Als nachstes gehen wir der Frage der Eindeutigkeit einer asymptotischen Reihe nach.
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Reihen  Poincaré Reihe

Poincaré Reihe Il

Theorem (Eindeutigkeit der Poincaré Reihen)

Es sei f € C(G) und eine asymptotische Reihe der asymptotischen Funktionenfolge ¢, gegeben:

N
20

Su(z,20) =03 alon(z) A f(2) T Sf(z, 20) + O(dw+1), (44)
n=0

dann sind die Koeffizienten of eindeutig bestimmt:

f f(z) — Sf_.(z, =
ab = lim (2) A af = lim M, n=1,..N. (45)
z—z) ¢0(Z) z—2z) ¢n(z) )
Beweis: Zunéachst definieren wir den sogenannten Fehler- bzw. Restterm:
En(z,z0) = f(z) — 5,(,(2, 2). (46)
Fiir diesen Term gilt nach Definition: lim;—z En(z,20)/Pn(z) =0, n=0,1,..., N, damit folgt:
N
f
U ®m(2)
o f(z) — Sf_,(z, 20) o Enlz,20) + S{(z,20) — Sf_1(2,20) o mZ: mem .
1 _ = | =l = op.
z—27g ¢n(z) z—2) ¢n(z) z—27g ¢n(z)
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Reihen  Poincaré Reihe

Poincaré Reihe IlI

Aus dieser Gleichung folgen die Koeffizienten a ,n=20,1,..., N rekursiv. Nehmen wir nun an es
gabe eine zweite asymptotische Reihe:

(z,20) ZB ®n(2),

so gilt auch auch fiir diese Reihe:

f(2) = 57 _1(2,20)

f
= | , Vn=1,...,N.
B = lim on(2) n
Mit Hilfe der Induktion folgt nun:
. f(z
o = B = lim )

=% do(z)”

Es gelte nun a B fur i =1,2,...,n < N, dann folgt:

=0
n n N —N—
F(z) =S alei(z) - f(z2) + > BLoi(2) S (8! - al)gi(2)
of - Bf lim i=0 i=0 — lim =0 —0
n+1 n+1 — 72 ¢n+1(z) - EalV ¢n+1(2) — U
Damit folgt insgesamt oz,f, = ﬂ,’: fir n=0,1,2,..., N. O
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Reihen  Poincaré Reihe

Beispiel zu Poincaré Reihen |

Das Poincaré-Theorem ist jedoch in der Praxis in der Regel nicht von groBem Nutzen, wenn man
nicht schon einiges liber die gesuchte asymptotische Reihe a priori weiB3, wie das folgende Beispiel
verdeutlicht.

Beispiel
—t

e’} N
f(x) = e*E1(x) = ex/ s - Z (n—1)! + O (a7)

X t n=1 (_X)n

Dies ist nochmals die Funktion (29) und wenden das Konstruktionsverfahren des
Eindeutigkeits-Theorems auf verschiedene asymptotische Funktionenfolgen an. Starten wir
zunichst mit ¢, = x~" fiir x — 0o, so erhalten wir mittels (45):

N
$i(x)(=) (i = 1)!
of = lim ) = Shabox0) _ lim ; = ()" Yn-1)!,, n=1,...,N.
n X—00 ¢n(X) X—00 d)n(x) ’ ’ ’

Nehmen wir als Beispiel an, dass wir diese asymptotische Potenzreihe nicht kennen wiirden und
wenden das Konstruktionsverfahren der asymptotischen Potenzreihenentwicklung auf die beiden
asymptotischen Funktionenfolgen an:

(z)n(X) —x " A an(x) _ X72n+l
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Reihen  Poincaré Reihe

Beispiel zu Poincaré Reihen I

Mit Hilfe der L'Hospital-Regel folgt fiir die ersten Koeffizienten:

f(x) —Sf E E1(x) — xe=*
Oc{ = lim 7()() 0 (%) = lim X2 1(x) Ll:H lim 710() xe " /x =1
X—00 ¢1(X) x—oo e—X X—00 —e—X
f(x) — Sf 2(By(x) — e 2xE
of = fim (O ZS10) o XE) ZeTP) vy, 2B
X—00 ¢2(X) X—00 e—X x—o00 e—X

Dies ist in Ubereinstimmung mit den bekannten Ergebnissen durch die partielle Integration. Die
Berechnung der weiteren Koeffizienten wird immer aufwendiger. Betrachten wir den zweiten Fall:

f(x) — St E ’
af = fim F9Z%00) _ p, xE10) Ly
X— 00 ¢1(X) x—o0 e X
&5 - lim f(x)A— S{(X) — lim x3(E1(x) — x"te™) LH lim 3x%E1(x) — 2xe ™ _
X—00 ¢2(X) X—00 e X X—00 e—X

Dies ist also eine Potenzreihenentwicklung erster Ordnung und nicht mehr. Das Beispiel soll nur
aufzeigen, dass im Algemeinen etwas iiber die Natur der asymptotischen Reihe bekannt sein muss
um verwendbare Ergebnisse zu erhalten. Es sei nochmals ausdriicklich bemerkt, dass dieses
Beispiel nur den Sachverhalt verdeutlichen soll, denn tatsachlich ist eine asymptotischen
Potenzreihenentwicklung durch partielle Integration schon bekannt.
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Beispiel zu Poincaré Reihen Il

Um die Unterschiede zu konvergenten Taylor- oder Laurentreihen zu verdeutlichen seinen nun
einige Bemerkungen und Beispiele aufgefiihrt. Eine Funktion f(x) kann verschiedene
asymptotische Entwicklungen besitzen, desweiteren kann ein und die selbe asymptotische
Entwicklung zu verschiedenen Funktionen gehoren. Betrachten wir hierzu Beispiele.

Beispiel
f(x) =+V1—sinx
fir x — 0.
Es gilt:
0= > (
n=0
oder

Es handelt sich bei ¢, i = 1,2 offenbar um zwei asymptotis-
che Funktionenfolgen der selben Funktion f(x) fiir x — 0. Im
Plot ist zu erkennen, wie jeweils die nachst héhere Ordnung eine 0.4 N
Verbesserung des Ergebnis leifert und das die zweite Reihe ins- -1 -0s 0 05 1
gesamt ein besseres Ergebnis liefert. ‘ ;

S 2" S22 ——s Il

fx) s 172]
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Beispiel zu Poincaré Reihen IV
Beispiel
1
f(x) = A G =X" A Ghx) = (1= X)X
14+ x
fiir x — 0.
Es gilt:
F(x) =D (=)"x" = 5. (x)
n=0
1-—x = 2n 2
f(x) = R ;(1 — X)X =: 52 (x)

Die Abbildung zeigt, dass je nach gewdahlter Form der asymp-
totischen Funktionenfolge eine unterschiedliche Anndherung an
das asymptotische Verhalten erzielt werden kann. Dies wird hier
dadurch erreicht, dass im ersten Fall eine alternierende Reihe und

im zweiten Fall eine monotone Reihe verwendet wird.
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Beispiel zu Poincaré Reihen V

Beispiel

N ¢ it Ay SV —

fi = - -
1() 14 x 1+ x 1+ x4 e VX

mit ¢n(x) = x~" fiir x — oo.

Beziiglich der asymptotischen Funktionenfolge ¢,(x)
flir x — oo besitzen alle drei Funktionen die asymp-
totische Entwicklung:

f(X 4)00 Z n+1¢,7 X),

f(x)

da die verdndernden Terme in f(x) und f3(x) von Ord-
nung O(exp(—x)) bzw. O(exp(—+/x)) sind und in bei-
den Fille gilt: exp(—x") = o(x~"), Vn € N, > 0
fiir x — oo.
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Beispiel zu Poincaré Reihen VI

Beispiel

X

. m/2\ N
1 m e X
f(x):m A o (x) = () m=20,1,2, X — 00

Betrachten wir die Falle m = 0,1, 2 und verwenden das Poincaré-Theorem und (45) zur Bestimmung der a;:
e m=0

oo f(x) g x
ag= lim —= =0 == a;= lim ——s— = ==

x—oo 1

n
af = lim ———
x—o00 14 x2eX " x—oo 14x2eX

Damit folgt af = 0, ¥n

e m=1
f f(x) f : xeV* f o xXPeVX
ag= lim —= =0 = a;= lim ——— =0 — ay=lim ——s— =
x—o0 1 x—o0 14 x2eX x—o00 14 x2eX
‘ x"e"‘/’?
= af=i

Damit folgt az =0, Vn
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Beispiel zu Poincaré Reihen VII

f(x) f . xe™ f .
— =0 — a;= lim ——— =0 - a,= lim
x—oo 1 X— 00 ]_+X2ex —

2e2X

Damit folgt ag = a; =0, ocg =0

oo 14x2eX

@ Aus den drei Beispielen ist jedoch ersichtlich, wie die richtige asymptotische Funktionenfolge aussieht:

—nx

e
$n(x) = <
f(x x2eX
af= lim 9 _y af=lim ——— =
x—o0 1 X— 00 1+X2€X
1 1
= ab=1lim x*e* (—— - —— ) =-1
x— o0 1+x2ex  x2ex
1 1 1
Fop 6 3x - _
= a3 = lim x"e (1+X2ex 2ex + X4e2x> =1

Dies fiihrt unmittelbar auf af = (—)""1. Das Ergebnis kann verifiziert werden:

o (L1l 2k 2 1 1 1
E iq _e —Z(—q)n=1—7=7=7=f(x)
~ (x2ex)n 1+gq 1+q-1 1+ x2ex
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Verallgemeinerte Poincare-Reihen |

Als letzte Verallgemeinerung der asymptotischen Reihen betrachten wir:

Definition (Allgemeine asymptotische Reihe)

Es sei f € C(G) und eine asymptotische Funktionenfolge ¢, € C(G) in zp € Go gegeben, dann
nennen wir die formale Reihe:

N
Su(z,20) = Y af(2)¢n(2), (48)
n=0
eine allgemeine asymptotische Reihe von f(z) um zy € Gg, wenn gilt:
f(z) — St (z,
im (fE =M@Y o, L, nen (49)
z=2 #n(2)
v

Im Unterschied zu den bisherigen asymptotischen Reihen ist nun der Koeffizient af(z) ebenfalls
vom Argument z abhéngig! Deswegen ist sofort ersichtlich, dass eine solche Definition keinerlei
Eindeutigkeit, wie etwa im Fall der POINCARE-Reihe, mehr zulasst. Wir gewinnen jedoch
bestimmte Klassen von asymptotischen Reihen hinzu, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.
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Verallgemeinerte Poincare-Reihen [l

Beispiel

N
F(x) 7R cos(nx)gn(x) + O(dn41(x)),  dn(x) =x""", 7 >0 (50)
n=0

Betrachten wir das Ordungsverhalten:
cos(nx)¢n(x) = O(x~") = O(¢n(x))

dann sehen wir, dass im Sinne der bisherigen Definitionen, die Reihendarstellung (48) eine
sinnvolle Erweiterung des Konzeptes darstellt. Jedoch ist die Funktionenfolge cos(nx)¢n(x) selbst
keine asymptotischen Funktionenfolge, denn:

lim cos((n + 1)x)Pn+1(x) — lim cos((n + 1)x)

x—00 cos(nx)pn(x) x—o0  cos(nx)x" 70

Asymptotische Reihen sind in der Regel nicht eindeutig, tatsiachlich kann man leicht zeigen, dass
fiir eine gegebene asymptotische Funktionenfolge {¢n} eine Aquivalenzrelation definiert werden

kann. Dann sind zwei asymptotische Reihen S,':} und S,'\? aquivalent, wenn S,’:} — S,% = o(¢n) fur
alle N € N gilt.
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Verallgemeinerte Poincare-Reihen Il

Lemma

Es sei eine asymptotische Funktionenfolge {¢n(x)},n=0,1,... fiir xo — x, die auf dem Intervall
[x0, x] integrierbar ist, gegeben. Dann ist die Folge:

On(x) = /X dt én(t), n=0,1,... (51)

eine asymptotische Funktionenfolge fiir x — xq.

Beweis: Dazu zeigen wir:

@pia(x) = [ dt Grea(t) = (x — 20)O(®1(x)) = 0 ( [Ma |¢n(t)\) — o(@n(x)).  (52)

Dieses Ergebnis verwenden wir nun um es auf asymptotische Reihen anzuwenden.
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Verallgemeinerte Poincare-Reihen [V

Lemma

Es sei eine asymptotische auf dem Intervall [xo, x| integrierbare Funktionenfolge
{pn(x)},n=0,1,... fiir x — xo gegeben, sowie eine asymptotische Reihe fiir die gelte:

N
f(x) =D afén(x) + O(én+1(x))-
n=0

Wenn die Stammfunktion:

Fios) = /X %)

0
existiert, dann ist eine asymptotische Entwicklung von F(x) fiir x — xo gegeben durch:
N

F(x) =D ap®n(x) + o(®n(x))

n=0

(53)

(54)

(55)

Beweis: Zum Beweis setzen wir (53) in (54) ein und integrieren:

X N N X X
Foo = [t (2 :a£¢>n(t)+0(¢N+1(f))> =S o [Tt o)+ [ dt OGun(e)
*0 n=0 n=0 X0 X0

N
=D ap®a(x) + o(Pw(x))

n=0
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Verallgemeinerte Poincare-Reihen V

Die Differentiation ist jedoch nicht vertraglich mit asymptotischen Reihen, wie das folgende
Beispiel verdeutlicht:

Beispiel

én(x) = x"(cos(x} ") + ), a>1 (56)

fir x — 0.

Dies ist eine asymptotischen Funktionenfolge ist, denn:

o G100 _ - cos(x ") +a

x=0  ¢n(x) x=0" cos(x1=") + « =9 vn
Aber die Folge:
#1(x) = 8bn(x) = nx""L(cos(x1 ™) + a) + (n — 1) sin(x1 "),
ist keine asymptotische Funktionenfolgefolge, denn der Grenzwert limx_o #},,;(x)/¢}(x) # 0, da
der Nenner Nullstellen hat, die nicht identisch sind mit denen des Zahlers und diese sich bei x =0

haufen. Es kdnnen Voraussetzungen formuliert werden unter denen eine Differentiation der
asymptotischen Reihe moglich ist. Dies wollen wir an dieser Stelle nicht weiter ausfiihren.
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Asvmptotische Entwicklung von Integralen

Asymptotische Entwicklung von Integralen

Aufgabenstellung

Im Folgenden untersuchen wir Techniken zur Entwicklung asymptotischer Reihen fiir verschiedene
Klassen von Integralen, die von einem Parameter, in der Folge A genannt, abhdngen. Die
allgemeinste Form eines solchen Integrals welches wir hier betrachten lautet:

I(\) = / z hy(z)f(z) (57)
¥

Dabei ist v ein Integrationsweg in der im allgemeinen komplexen Ebene.

Die Voraussetzungen an die Funktionen hy(t) und f(t), sowie den Integrationsgrenzen sind
vielfaltig. Zwei wichtige Techniken zur Bestimmung von asymptotischen Verhalten von Integralen
ist die partielle Integration sowie die Sattelpunktsmethode. Wir verwenden die folgende Notation:

Definition
N, .. df(2)
FN(z) = o 20 (58)
df(=n)
FlEmt(7) = , n>0. (59)
dz

Uber diese Definition ist die Funktion (=" (z) nur bis auf eine Konstante definiert. Die Wahl der
Integrationskonstante muss dann im konkreten Fall geeignet gewahlt werden.
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Partielle Integration - hy(t) |

Reihendarstellung mittels partieller Integration

Formal ergibt sich die Reihendarstellung des Integrals (57) (a < b):

b
1) = [ de ha(0)f () = SL(X) + EAOY) (60)
N 1 1
S = () (WD) () — KD (2)f ) (a)) (61)
n=0
b
() = (- / de MV () (2) (62)
a y
Beweis:
1) = /b dt hx(6)F(t)
- hg*”(t)f(t)]b — /b dt b0 (6)FD ()
= (K00 - h§*2)(t)f<”(t))|:+/b dt W72 (6)FP(¢)
N b b
_ Z(f)"h(;"*l)(t)f(")(t) 4 (7)N+1/ dt h(}\—N—l)(t)f(N+1)(t)
n=0 2 a
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Partielle Integration - hy(t) Il

Im Sinne der bisherigen Ausfiihrungen wird dies eine asymptotische Entwicklung darstellen, wenn
die Ordnungsrelation S}, (X) = 0(E}(N)) fiir einen Punkt A = X gilt.

Damit die so abgeleitete asymptotische Reihe eine gute Approximation der Ausgangsfunktion /()
in A = Xg darstellt, muss offenbar gelten: |E§(\)| < |Sk(A)| wenigstens fiir alle ¢ in einer
bestimmten Umgebung des betrachteten Definitionsbereiches. Um konkrete Ergebnisse zu erzielen
betrachten wir Spezialfélle des allgemeinen Integrals (58) und beginnen mit einem Theorem.

Theorem

Es sei f(") € C([a, b]) fiir n=0,1,..., N + 2, desweiteren sei eine Funktion hy(t), sowie eine
asymptotische Funktionenfolge {¢x(\)} € C([a, b]) fiir A — Ao gegeben, so dass gilt:

D)) < an(H)a(A), VEE[a,B], n=0,1,...,N+1, (63)

wobei ap € C([a, b]), dann gilt:
I = / " gt ha(t)F(t) Y2 Sh(N) + EL (), (64)

mit S} () aus Gleichung (61) und £§(\) = o(¢n(N)) aus Gleichung (62).
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Partielle Integration - hy(t) Il

Beweis: Zum Beweis des Theorems schitzen wir den Restterm £/()\) fiir n =0,1,..., N und
A — Ao ab:

£40 = () [ de h Do
— (_)n+1 hg\*"*2)(t)f(n+l)(t)‘b + (_)n+2 /b dt h()\*”*2)(t)f(n+2)(t)

a

A2 O(ni1 (V)

Die Voraussetzung konnen abgeschwacht werden, indem f(W e Cnurfirn=0,1,...,N+1 gelte
und F(N+2) stiickweise stetig sei. Dann muss das letzte Integral in der Abschitzung auf die
stiickweise stetigen Teile aufgeteilt werden.
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Beispiel zur partiellen Integration |

Beispiel

Gesucht ist das asymptotische Verhalten fiir A — oo fiir

b
1) :/ dt MF(t), 0<a<b (65)
a
mit einer hinreichend geeigneten Funktion f(t).
Es folgt mit:
t>\+n+1
e =t = A s (66)
T[x+i+1)
i=0
und
; N ) 2\ Ao+l )
Sy(A) = A) | F7(b) — [ = A 67
W) gm()( ®-(3) (a)) (67)
mit N
_\npArtnt
oo(n) = T (68)
A+i+1)
i=0
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Beispiel zur partiellen Integration Il

wobei ¢,(\) eine asymptotische Funktionenfolge ist, denn es gilt:

PR TT(A+i+1)

A - b
o) o e P o peR nen
A—oo () A— o0 n+tl A—oo A+ n+2
et TT(A+i 4+ 1)
i=0

Der Betrag des Fehlers lautet:

1 b
|g,lv()\)‘ = — dt t>\+N+1f(N+1)(t) )

[To+i+1)

i=0

Wahlen wir als illustrierendes Beispiel: a = 0, b = 1 und f(t) = sin(nt), so folgt bis N = 5:

3 5
/ _ T _ T T
SN = G007 00020190+ T D012 (A + o)
O = ————— | ["de 0y sin(ro)| < 6“76
[Mo+i+n [T +i+1)
=0 i=0
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Beispiel zur partiellen Integration IlI

fx)

M
[—f—si1 $3 —— s5|

Die Abbildung zeigt die Giite der asymptotischen Entwicklung. In diesem Beispiel erhalten wir eine konvergente
Entwicklung: limy_ 0o E,IV()\) =0, VX > 0. Dies deutet sich schon in der Abbildung fiir N = 5 an.
Zusammengefasst erhalten wir in die explizite Darstellung des Integrals:

2n+1

1
A .
/Odtt sin(mt) = E (=)" H)\+,+1
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Beispiel zur partiellen Integration IV

Beispiel

Gesucht ist das asymptotische Verhalten fiir A — oo fiir
! 2\A
I(X) = / dt (1 —t)"f(t), (69)
0

mit einer hinreichend geeigneten Funktion f(t).

Zundchst kann per Induktion gezeigt werden:

h&—n—l)(t) _ (_)n+1 /1 dtl(tl _ t)"(l _ tIZ))\

2(n!)
Daraus folgt: h()\_"_l)(l) =0 und
(cny _ ()™ 2 _ ()Y ey a_ (=)
h, 0) = 20 Sy dt’'(t)"(1 —t)" = 20 /0 dtt (1—1¢) 7WB((n+1)/2,1+)\)

Driicken wir nun die Betafunktion durch I'-Funktionen aus, so bekommen wir:

1 Az DO F((n+1)/2rA+1) .
/Odt(lft f(t) Z ) 32 N =5,

Verwendet man fiir das asymptotische Verhalten der '-Funktion die Entwicklung:

r(x) 28 \/27refxxxfl/2(l +1/12x + O(xiz))
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Beispiel zur partiellen Integration V

so folgt daraus:

r(1+A) 1

A T 32 1) amz - )

und damit ist ¢,(\) ebenso eine asymptotische Funktionenfolge und es gilt:

1 oo f
2\ X A—oo al . o,
/0 (1= 910 " S0 = 3 St

Die Koeffizienten kdnnen bestimmt werden (ber:
ag = lim SLOAYZ A ag = XS () = 8, ,(0)
— o0

Die asymptotische Reihe bis zur dritten Ordnung lautet:

S = V7 fO®0)  fM(0) N V7 2f2(0) — 3F%(0) N £ (0) — 6,1 (0) L op?)
© 2 A2 2 16 A\3/2 12)2
039
Betrachten wir explizit ein Beispiel: 021

f(t) = sin(t) !
1 7 0.14
22 12a2 T

= S =+
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Partielle Integration - hy(t) = h(At) |

Als nachste Klasse von Integralen, die mittels partieller Integration in eine asymptotische Reihe

entwickelt werden kdnnen, vermittelt das folgende Theorem.

Theorem

Es sei f(") € C([a, b]) fiir n=0,1,...,N + 2, desweiteren sei eine Funktion h, sowie eine
asymptotische Funktionenfolge {¢x(\)} € C([a, b]) fiir A — oo gegeben, so dass gilt:

IK=D (M) < an(t)pa(N), n=0,1,...,N+1, (70)
wobei ap € C([a, b]), und es gelte:
A
(z)n%l() AE}OO O(¢"(A))7 n= 071’7N+1 (71)
Dann gilt:
b s N (7)n
/ dt h(A)F() "= 3 (h(_”_l)()\b)f(")(b) = h(_"_l)(Aa)f(”)(a)> +EL(N)  (72)
2 = An+1
mit E,(X) = o(A"N"2¢n12(N)) aus Gleichung (23).
V.
Die asymptotische Folge ist damit ¢n(\)/\".
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Partielle Integration - hy(t) = h(At) Il

Beweis: Zum Beweis des Theorems schitzen wir den Restterm £/(\), n= 0,1,

ab.

gy = )7 1/ dt K=P=D () F+ D) (1)

A+l

B (7)n+1

)\n+2

An+2

., N fiir A\ - oo

b (7)n+2 b
A== F D ()| + /dt A2 (At) F+2) (1)
a a

Nun gilt nach Voraussetzung, dass h(~ ()\t)/)\" eine asymptotische Folge der Ordnung ¢n(\)/A"
bildet. Damit ist der erste Term von Ordnung ¢,4+2()\)/A"T2. Der zweite Integralterm kann
stiickweise stetig betrachtet werden. Da f(N+2) stetig ist, ist insgesamt das Integral ebenso von

Ordnung: ¢ni2(X)/A"F2.
Integrale vom Typ h(At) sind etwa:

@ Fouriertransformation:

+oo
IF(\) ﬁ/ dt eTMF(E),  A>0

oo

@ Laplace-Transformation:

) +oo e
L) = / dt e M),  A>0
0

@ Hankel-Transformation:

In(A) = /Om dt J,(A\)VAtF(t) A >0
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Fouriertransformation |

Fouriertransformation

Die allgemeine Fouriertransformation:
b
I(\) :/ dt e f(t), AER (76)
a

ergibt mit A(="(\t) = e**/(1A)" und der Gleichung (72) die asymptotische Entwicklung:

)n+1

N n
102 o (FOe? @) 4 [ aeenen.

Ist lim,_, + F(M(t) = lim,_,,— f()(t), n=0,1,... N, so folgt daraus, dass /()\) A2 o(A=N-1,
eine GroBenabschitzung, die gelegentlich von Nutzen sein kann. Durch Aufspaltung von Real-
und Imaginarteil erhilt man die Fouriertransformation fiir cos(At) bzw. sin(At).

Beispiel

:/0 dt sin\(/{;t)_ (78)

Die Voraussetzungen des Theorems sind zunachst nicht erfiillt.
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Fouriertransformation 1l

Wie man sich schnell liberzeugt existiert dieses Integral fiir alle A\ € R. Betrachten wir nun das asymptotische
Verhalten fiir A — oo, so sehen wir, wenn wir Gleichung (72) anwenden wollen, dass f(t) = t=1/2 und alle
Ableitungen an der unteren Grenze divergieren. Demnach ist die Voraussetzung der Stetigkeit an der
Integrationsgrenze verletzt. Der Satz kann jedoch nach ein paar Umformungen angewendet werden. Hierzu
wahlen wir ein beliebig kleines fest vorgegebenes 0 < € < 1 und schreiben:

[, sin(At) 1 sin(At)
l(>\)7/0 dt G +/€ dt Vi

=h(X)

_ f/ sin( +I()\)
°© sin T) 1 [ sin(7)
Fh TR R e
=\/7/2 =h(X\)

Vs AR = k(Y

Nun werden die beiden einzelnen Integrale /1(\) und k() betrachtet, fiir die dann die Voraussetzungen wieder
erfiillt sind:

hO\) = h(A) = /: d sin\(/)%t) B Ej dt sin( (/ / ) sin( t) _ 7‘/100 dt sin\(//;t)
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Fouriertransformation Il

oo

h(\) — h(\) Zsm M) L en(n)

Y oy 3 B gy 3= R

2n 2n+1 2n+1 2n+2
A2n 2 A

wobei wir gesetzt haben: (—5)!! = (—3)!! = 1. Zusammengefasst ergibt sich:

1 Sin(At) asee (4n — 1)1t (=)™ (4n + 1)1 (=)™
[ e R [ e 32 GG oy 3 G O
1.2
N
0.8
f(x) 0.6
0.4
~
0.2 -
0 T T 1
0 5 10 15
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Laplace-Transformation

Behauptung
Es sei 0 < a < b, dann gilt fiir die asymptotische Entwicklung fiir A — oco:

b N e—Xa
) = / de e NF (1) = 30 S () + o) (79)

n=0

Beweis:

—1 b
"H/ dt e M (p),
a

(F(p)e™ = FD(@)e™) + <

A A |

— 00

N "=E 2 m
n=0

Beachtet man aber, dass gilt limy_ o e (b=aA " =0 pn=0,1,..., s0 folgt die Behauptung.

Laplace-Transformation
Die Laplacetransformation ergibt sich in diesem Ausdruck fiir a = 0 und b = oo und wir erhalten
in diesem Fall die Darstellung:
oo > £(n)
—At Ao fi(0)
/O de e (0 2 Y L Ao (80)

n=0
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Watson-Lemma |

Lemma (Watson-Lemma)

Gegeben sei eine Funktion f(t), die auf [0, co[ absolut integrierbar ist und das folgende
asymptotische Verhalten besitzt:
+ o0
f(1) " Z°0), aeR A £ S ant™, R(ans1) > R(an) (81)

Dann gilt:

1
/ dt F(t)e AT Z o /\f":f ) (82)
vy

Beweis: Formal erfolgt das Ergebnis durch die Integration der Funktion f iiber die asymptotische
Reihenentwicklung. Jedoch muss beachtet werden, dass dies die Reihenentwicklung fiir t — 0 ist. Deswegen
muss sichergestellt werden, dass die Integrale existieren, da die obere Grenze unendlich ist. Es gilt:

/oc dt F(t)e M = /OR dt F(t)e N 4 /:7 dt F(£)e = L(A) + b(\)

0

Da f beschrinkt ist und asymptotisch geht wie O(e™!), existiert eine Konstante k, sodass gilt:

o k _R(N—o _R(x—
A< ke P2 )] < [T delf()]e T < Ee T < o)
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Watson-Lemma |l

Nun gilt:

R oo oo
/ dtte M = / dttne M — / de tne— At Azee T+ an) +0(e™ ™) (83)
o 0 I )\1+an

Betrachten wir nun die asymptotische Reihe N-ter Ordnung fiir f(t):

N
() 203 ant™ +En(t),  En(t) = OV v
n=0

und integrieren diese:

Y 1+ a,) —AR R — At
/ f(t ch PRETR + O(e )+/0 En(t)e

Das letzte Integral schitzen wir ab und benutzen dabei, dass ein ky > 0 existiert mit: |En(t)] < kyt®EN+1):

R oo
/ EN(t)e_)‘t / té)%(a,\Hl)e—/\r
0 0

Damit folgt insgesamt:
0 N r(1+ an)
— At _ n —(1+Ra )
/o dt f(t)e = 270 S Tran + oA N1y, YN

R rMr+x
Shy | [ TN < ky = kN%

Weil dies fiir alle N gilt, folgt die Entwicklung (82).
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Sattelpunktmethode

Aufgabenstellung

Wir betrachten im Folgenden komplexe Wegintegrale, die von einem Parameter A abhangen:
1) = / dz ep W) (2); (84)
gl
wobei v ein Weg in der komplexen C-Ebene darstellt. Interessiert sind wir am Verhalten fiir

A — 0o. Die Funktionen g(z) und w(z) werden als holomorphe Funktionen auf einem Gebiet G
vorausgesetzt. Der Integrationsweg soll ein glatter Weg in G sein.

Die bisher betrachteten Laplace- und Fourier-Integrale sind Spezialfille. Das asymptotische
Verhalten wird durch die Endpunkte des Integrationsweges bestimmt.

@ Bei der Sattelpunktsmethode wird das asymptotische Verhalten durch einen speziellen Punkt
(stationdrer Punkt) des Integrationsweges bestimmt.

@ Wir werden typischerweise kein systematisches Verfahren erhalten um sukszessive héhere
Ordnungen eines asymptotischen Verhaltens zu erzeugen.

@ Im Folgenden verwenden wir die Notation:
z=x+wy A w(z) = u(x,y) +w(x,y) (85)

@ In einem ersten Schritt werden wir den Integrationsweg charakterisieren.
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Sattelpunktsmethode

Definition (Steepest descent)

Es sei zg € G und eine Funktion w = u + v
auf G gegeben. Wir nennen eine Richtung aus-
gehend von zy eine abnehmend (zunehmend)
Richtung, wenn u(x,y) in zy kleiner (gréBer)
wird.  Wir nennen eine Kurve 7 in G eine
abnehmende (zunehmende) Kurve, wenn der
Tangentialvektor der Kurve eine abnehmende
(zunehmende) Richtung ist. Wir nennen eine
abnehmende (zunehmende) Kurve, maximal ab-
nehmend (zunehmend), wenn die Abnahme
(Zunahme) von u(x,y) entlang dieser Kurve
maximal ist. Einen solchen Weg nennt man auch
path of steepest descent (ascent).

u(x.y)

7 1 " steepest descent
1, abnehmend
,

V.
Behauptung: Steepest descent/ascent
Fiir steepest descent-Wege « durch zg € G einer holomorphen Funktionen w = u + v auf G gilt:
v(z0) = v(2), VzeyCG (86)]
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Steepest descent |l

Beweis: Wir betrachten die folgende Variation der Funktion w in der N3he von z5 € G:
dw = du + 10v = w(z) — w(z) (87)

Nun beachten wir, dass w(z) holomorph in z ist und entwickeln in einer Umgebung um zy und nehmen an,
dass der erste nicht verschwindende Term der Taylorentwicklung die Ordnung n ist:

(z — z)"

2 w(2) + O((z = 20)") (88)

w(z) = w(zo) +
und fiir das Betragsquadrat gilt:
|5uf* + [8v]* = [sw]® = |w(2) — w(20)|* = |z — 2|*"|w" (20) /! [*(1 + O(z — 20))
und mit ¢ = |w("(z)/n!|> > 0 haben wir die Ungleichung:
l6u? < JowP = |z — 2" (1 + O(z — 2))

Die Variation |§u| = |u(z) — u(z)| wird maximal, wenn das Gleichheitszeichen gilt, was bedeutet:
ov = v(z) — v(z) = 0. Fiir diese Wege gilt dann: w = du. Es sind dann je nach Vorzeichen steepest
descent- oder steepest ascent-Wege.

Die Behauptung gibt nur eine notwendige Bedingung fiir den Imaginarteil der Funktion w an.
Wie aber der genaue Weg des steepest descent aussieht, dariiber sagt er nichts aus. Hierzu gibt
das folgende Theorem Auskunft.
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Steepest descent Il

Theorem (Steepest descent/ascent)

Fiir eine holomorphe Funktion in einer Umgebung von zy € G, mit einer Taylorentwicklung:

(")(Zo)

w(z) = wiz) + T2 (z = 2)" + O((z = 2)"™), (89)

wobei die ersten n — 1 Terme der Taylorentwicklung verschwinden. Diese Punkte nennen wir Sattelpunkte der
Ordnung n — 1, wenn n > 1. Desweiteren definieren wir:

a

w(z) = re'®, r>0 A z—zn=pe? p>0 (90)

Dann sind die Wege des steepest descent/ascent in zy gebenen durch:
Steepest descent nf = —a + (2p + 1), p=0,1,...,n—1
Steepest ascent nf = —a + 2pm, p=0,1,....n—1

Constant u nf = —a+ (p+ 1/2)7, p=0,1,...,2n—1

Beweis: Zunichst schreiben wir mit (89) um:
re'® ) Sw ret(oﬁ»n@)
P14+ 0(p) = — = ———(1+0(p))

b = w(z) = w(z) = R

Da fiir die Extrema gelten muss, dass dw € R, da Sw(z) = v(z) = const gilt, bedeutet dies:
a+nf=02p+ 1) (Steepest descent) A a+ nf = 2pm (Steepest ascent)

Im 1.Fall ist 5w > 0, im 2.Fall §w > 0. Da 6 = 27p/n + const auf ein 27-Interval beschrankt ist, folgt:
p=0,1,....,n—1 Ist nff=—a + (p+ 1/2)m, so ist e (atn) rein imaginar und gehort zu v und damit ist
dw = 0 also u(z) = u(z).
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Topologie der steepest descent/ascent Wege |

Definition (Tal, Berg und Hohe)

Fiir eine gegebene Funktion w(z) = u(x,y) + wv(x, y) und einem Punkt zy € C sagen wir, dass
ein Punkt z; € C in einem Tal bzgl. zy liegt, wenn gilt u(z1) < u(zo) und auf einem Berg, wenn
gilt u(z1) > u(z). Ist u(z1) = u(zp), so sagen wir, dass z; auf der gleichen Hohe liegt wie zg.

Beispiel (Einfacher Sattelpunkt (n = 2))

w(z) = 2

= x? —y2 + 12xy

(1) |

Das Beispiel zeigt die Funktion u(x,y) = x> — y? (91):
w(2) = 22 A w(z) =2
Betrachten wir zwei Punkte zp = 0 und zp = (1 —1)/2:
=0 = a=2 A  a=0

zéz)=(1—1)/2 = n=1 A a=—m/4

Die steepest descent/ascent Wege sind gegeben durch:

zél):{xzo,yE]R} A {y=0, xeR}

2P {y=—1/ax|]x > 1/2} A {y=—-1/4x|0<x<1/2}

Die steepest descent(blau)/ascent(rot) Wege sowie die Wege auf
konstanter Hohe(schwarz) sind in der Grafik eingezeichnet.
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Topologie der steepest descent/ascent Wege ||

Beispiel (Affensattel (n = 3))

w(z) = 23/3 = x3/3 — xy? +1(yx® — y3/3) (92)

Betrachten wir den Punkt zy = 0, dann gilt:

W(l)(Zo) = W(Z)(Zo) =0 A W(Z)(Zo) =2

— n=3 A a=0

Die steepest descent(blau)/ascent(rot) Wege sowie die Wege auf
konstanter Hohe(schwarz) sind in der Grafik eingezeichnet und
gegeben durch:

{y=0,x <0} A {y=0,x <0}
{y = V3x,x <0} A {y = V3x,x > 0}
{y = —V3x,x > 0} A {y = —V3x,x < 0}

Betrachten wir im Allgemeinen eine beliebige Funktion w(z) mit einem die lokale Umgebung des Punktes z,
dann sehen wir, dass die Taler und Berge sich abwechseln und durch Wege konstanter Héhe in u getrennt
werden. Fiir eine bliebige Funktion w(z) sind die steepest descent/ascent Wege durch vy = v(xo, y0) = v(x, y)
bestimmt. Letzteres ist im Allgemeinen eine implizite Funktion fiir y = y(x) bzw. x = x(y).

Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik) Asymptotische Analysis June 15, 2013 59 / 108



Asvmptotische Entwicklung von Integralen  Sattelpunktsmethode

Sattelpunkte |

Beispiel

w(z)=z—23/3=x—x3/3+xy>+1(y — yx* +y*/3) (93)

Fiir diese Funktion folgt:

W(l)(Zo) =1-2 A W(Z)(Zo) = —2z A W(S)(Zo) =-2 (94)
Damit ist ein einfacher Sattelpunkt in den Punkten zy = 41 gegeben. In diesen Punkten gilt:
2
wE) =3 = voy)=0 = 0=y(1- X2 +y*/3) (95)

Damit sind die steepest descent/ascent-Wege geben durch:

{y =0, x e R} (96)
{y =+V3Vx® —1,|x| > 1} (97)
{y =—V3Vx2—1,|x| > 1} (98)
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Methode des steepest descent Weges

Gegeben sind auf einem Gebiet G holomorphen Funktionen g(z) und w(z). Das asymptotische Verhalten des
komplexen Wegintegrals iiber dem Weg ~:

1) = [ dz g(@ep(rm(z)), (99)

fiir A\ — oo erhalt man durch den folgenden Algorithmus:

© |Identifizierung der kritischen Punkte des Integranden. Dies sind die Endpunkte der Integration, sowie die
Sattelpunkte von w(z).

Bestimme die steepest descent Wege aller kritischen Punkte.

Deformiere unter Verwendung des Cauchy-Integralsatz den urspriingliche Integrationsweg ~ zu den
steepest descent Wegen.

Reihe auf.

Summiere formal die asymptotische Reihe auf und verwende das Watson Lemma.

(2]
(8]
@ Entwickele w(z) um den gewahlten Sattelpunkte des steepest descent Weg und stelle die asymptotische
(5]

@ Bei der Deformierung des Integrationswegs muss darauf geachtet werden, dass alle Teilwege richtig
abgeschatzt werden.

@ Punkt 4. ist im Allgemeinen eine schwierige Aufgabe, die niedrigste Ordnung kann jedoch einfach
angebeben werden und folgt aus (89).

@ Die Voraussetzungen zur Anwendbarkeit der Methode kann noch in verschiedenen Richtungen
verallgemeinert werden.

Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik) Asymptotische Analysis June 15, 2013 61 / 108



Asvmptotische Entwicklung von Integralen  Sattelpunktsmethode

Methode des steepest descent Weges I

Betrachten wir schematisch das Integral iliber einen steepest descent Weg v,, mit:

(z = 20)" W (z0)/nt = rp
dann folgt formal fiir den Weg v;;:

1) = [ dz g@ewp(ru(z)

neUndFe) = 2 o 0=(—a+m(l+2p))/n, p=0,1,...,n

wobei zy der Sattelpunkt von w(z) ist, fiir den gilt: w®(z) = ... = w("™Y(z) = 0. Fiihren wir die

Substitution t = —[w(z) — w(z)] ein dann erhalten wir:

_ o) [T Y
I(\) = e"™0 /0 dt G(t)e” ',
mit
g(z(1))

CO= i@y O O=w W@ -

Nehmen wir an, dass G(t) um t = 0 die asymptotische Entwicklung besitzt:
)
(1) 23"t Ray > Ra,

so folgt mit dem WATSON-Lemma die asymptotische Entwicklung:

I(k) Aaoo Aw(zo) Z

Aa,,+1
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Beispiele zur Methode des Steepest descent |

Beispiel (Gamma-Funktion: () (A — o0))

oo
r(\) = / dt e tA 1A \orar 1202 (103)
0

Zunichst bringen wir die Darstellung auf die gewiinschte Form (99):
+oo
F(A—&-l):/ dt e—tHAInt
0
0 /+°° dt A0 = 3Ny
0

Damit ist w(z) = Inz — z und es gilt:
1 1
W(l)(Z) =--1 A W(z)(z) =-=
z z
Es gibt einen einfachen Sattelpunkt bei zy = 1 und daraus folgt:
wd(1) = —1=1e""

Daraus folgt fiir die Steepest descent-Paramter o und 6 und p:

a=m A 60=—7mp, p=0,1
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Beispiele zur Methode des Steepest descent I

Die steepest-descent-Wege lauten explizit:
p=0:{y =0, c0o>x>1}
p=1:{y=0,0<x<1}

Die Funktion G(t) lautet:

G(t):z(:)(t_)lzl+z(t)1_1, t:zflflnz:ni;#(zfl)" (104)

Es gibt zwei steepest descent Wege. Der eine Wege (p = 0) bildet das Interval: ]1, 00[> z — t € [0, oo ab,
der andere (p = 1) bildet das Interval: ]1,0[3 z — t € [0, oo[ ab. Insgesamt haben wir dann einen Faktor 2
und in fiihrender Ordnung ist:

1
V2

Daraus ergibt sich insgesamt das asymptotische Verhalten der '-Funktion:

t—0
>

1
G(t) Tt o(t™?) — o= a=—1/2

- Wiy T(1/2 _
F(A + 1) Y2 aa M teAwl g 5\152) = V2rAM/2e 2

Um die nichsten Ordnungen zu bestimmen bendtigen wir die Invertierung der Reihe (104). Dies werden wir in
spateren Kapitel diskutieren.
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Beispiele zur Methode des Steepest descent Ill

Beispiel (Airy-Funktion Ai(x) (x — o0))

Ai(x) = / dt cos(xt + t*/3) (105)

Zunichst einmal ist dies noch nicht von der benétigten Form (99), diese erhalt man jedoch durch:

1 +oo oo
Ai(x) = > / dt (cos(xt + t2/3) + vsin(xt + £2/3)) = / dt exp(a(xt + £3/3))
T J—o00
Dies kann noch mit der Substitution t = —21/xz umgeformt werden in:

100 / 100
A = X[z a2z - 2 2 AL [ e a0

227 J oo 227 ) oo

N
Betrachten wir das Integral und verwenden den Cauchyintegralsatz. Der ~
Weg liber die Imagindre Achse wird ersetzt durch die 4 Teilwege, so wie § B
sie in der Grafik dargestellt sind. Die Wege R; > liefern keinen Beitrag, da
sie im unendlichen eines Tales liegen und dort bis auf den Punkt genau .
auf der imagindren Achse verschwinden. Dies kann auch explizit gezeigt \\‘
werden, in dem diese Integrale: -4 3 -2 A

3 1+R2/3 3
oy = dzeNz—=22/3) :/ dt NEIR—t=(£R=1)%/3))
0

R+

abschatzt werden.

— 0

D2 R1I—R2
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Es gilt:

1+R2/3 > 5 \V1+R2/3 > R +oo
ey | S/ dt e~ MR /382 /3) S/ dt e R o(R7?) + koo

0

Damit verschwinden fiir |[R4| — oo die Beitrage IRy und librig bleiben die steepest descent Wege iiber Dy,
die den selben Beitrag liefern, so dass gilt:

32 A3 \1/3 - a
Ai(x) A=x 2/ dz exp(Aw(z)) = 7e>\w(zo)eq,9/ dt%
2r Jp, s o 2(t) —1

wobei z(t) = w™(w(z) — t) gilt. Das asymptotische Verhalten ergibt sich aus dem Verhalten in der Nihe des
Sattelpunktes zyp = —1 fiir den gilt: t = 0. Damit erhalten wir in fithrender Ordnung nach Entwicklung um den
Sattelpunkt in Richtung des steepest descent Weges (0 = 7/2):

AV o 1
Ai(x) ~ Z—e 2W/ dt exp(—At)——
T 0 24/t
AL/3 —axy3l(1/2)
S ——e
T 2)\1/2
Setzen wir noch A = x*/2 ein, so folgt asymptotisch:
7%X3/2 3/2
. _ € —2x —1/4
Ai(x) = N +o(e” 3% x ) (106)
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Steepest-descent-Approximation

Fiir eine Funktion g(z) ~ go(z — 20)?~ gilt die Sattelpunktsniherung fiir den
Steepest-descent-Weg 7z,:

B/n
/()\) _ dz g(z)ekw(z) )\:Loo = (”7|) / F(,B/n) Aw(zg) ([2p+1]7r ) (107)
n \Nw (z0)

Mit 6 = (w(2p + 1) — «)/n fiir den steepest descent Weg, substituieren wir:

t = —(w(z) — w(2))
(n) (n)
—1 n+o w Z n n w Z n n
— e (0t ’Tf D (2 = )" + Oz — 2| = L) f 1z~ 2" + O(1z — 20/
Bis zur Ordnung O((z — z)") gilt:

W () = (z—20)"! W (z9) = (z=2)"w"(z) n _ petlonta) n _ —tneH(rpt1—e)/n
(n—1)! 0 n! z— 2z |z — z|e*? (tn!/wlM(z9))1/n
zusammen mit dem asymptotischen Verhalten fiir g(z) = go(z — zo)ﬁfl7 B > 0 folgt:
g(2) &z —2)°~

_ 8O (1 /) (5 )/ P r(2p ) ) B/ B /n 1
D)~ miz—z) /W) e

Setzen wir dieses asymptotische Verhalten ein, so ergibt sich:
oo oo
1) = e)\w(zo)/ dt G(t)e_’\t - @ekw(zo)(n!/w(n)(ZO))[i/nez(w[2p+l)—a)[‘}/n/ dr $8/n—1g= At
0 n 0

Mit Hilfe des Watson-Lemmas folgt dann die Behauptung.
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Asvmptotische Entwicklung von Funktionen

Aufgabenstellung

Wir untersuchen die asymptotische Entwicklungen von Funktionen, und wollen im besonderen die
Taylorentwicklung verallgemeinern.

Aufgabenstellung

Wie sehen fiir eine beliebige Funktion f(z) die Koeffizienten a, in der asymptotischen
Entwicklung:

N
f(z) = f(z0) + ) anlé(2) — $(20)]" + En(z, 20), (108)
n=1

aus und welche Voraussetzungen muss die Funktion f(z) und ¢(z) erfiillen.

Wenn die Funktion ¢(z) = z ist, dann sind die
an = f("(z)/n! die bekannten Taylorkoeffizien-
ten und Ey(z, zp) ist der Restterm in der Taylor-
Entwicklung. Im Allgemeinen wird eine Entwick-
lung der Form (108) nicht global méglich sein,
jedoch ist anzunehmen, dass dies lokal um einen

R L . @
Punkt z = zy und eine hinreichend kleine Umge- %
bung moglich ist. Die Situation stellt sich dann ) )
wie in der Abbildung skizziert dar. Figure : Ein Weg 9., der komplett durch einen Weg

Yz () eingeschlossen wird.
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Theorem von Burmann |

Theorem (BURMANN)

Es sei eine auf einem Gebiet Go um den Punkt z = zy holomorphe Funktion f(z) gegeben.

Desweiteren sei eine in Go holomorphe Funktion 1)(z) gegeben, die zusatzlich die Eigenschaft hat,
dass 9(z) = (7 fiir alle z € Go nur eine einfache Lésung bei z = 7 und (1) # 0,Y7 € A,

hat. Dann existiert die Entwicklung:

N _ n d n—1
(o) = fla) + o WO (AN (| +entem)  (109)
n=1 ’ (=2
mit
_1 _ N (1) f()
eutem) = o [ e =00 [ iy (1)
und .
hy I U 111
R ORI &)
Eietwliiilf‘; der Darstellung einer Stammfunktion liber das Wegintegral und der Cauchy-Integralformel folgt:
a AR()
f(z) — f(z) = dr fO(r (112)
0 Afzoz 127" /’Yzoz [Yzo ¢—7
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Theorem von Biirmann

so dass in einer hinreichend kleinen Umgebung gilt:

P(Q) = (1) + (¢ = 7)Ay(0),

Da die Funktion 9(z) in Go holomorph ist existiert eine stetige Funktion A, mit der Eigenschaft Ay, (zp) = P (20) = w(l)(zg),
Da nach Voraussetzung gelten soll: w(l)(T) # 0, folgt zusammen mit:

Ay(r) = D). (113)
w0 — B(n)
(—71=
Ay (C)
nach Einsetzen in Gleichung (112):

(114)
1
f(z) = f(z0) = —

. £(1) A
o [ 680,
2 Jag, O )y RO — w0
Nach Voraussetzung ist (z) in zy holomorph, sodass auch Aw(g) holomorph ist und um ¢ = 7 entwickelt werden kann:

(115)
Ay(Q) =Dy (7) + (¢ = TAK(Q) (116)
mit einer holomorphen Funktion Aw(g), Insgesamt ergibt sich dann:
1 fM)a 1 £ — A
R B N Ly i C LS L C)
2 Jazz vz (O = (1) Sz 02w Jag »(¢) — ()
1 £
_ / drp® (r)— / © (117)
Yzpz 1270 J Ay, $(¢) — ¥(7)
Dabei verschwindet das zweite Integral, da der Integrand holomorph innerhalb des geschlossenen Wegs Vzg ist. Nun benutzen wir:
1 a—b\N
Sezy-ad o
—Z\c—b 1_ a—b

(2" (118)
(¢ = b)N=1(c — a)
Asymptotische Analysis
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und setzen ¢ = 4(¢), b = ¥(zp) und a = () zusammen mit hz; (¢) aus Gleichung (111) in die Identitat (118) ein:

v 1 = (wr) — 9(20) ) ", [¥(7) — P20V
(C) — () $(C) — 9(20) =5 \ Q) — ¥(z0) [(C) — ()N [%(C) — %(7)]

N—1

() S hzo(o)"“ [ (r) — v()" (%(0)”*1
21w vt <C—Zo To v \i-a

Diese Gleichung setzen wir in Gleichung (117) ein und gelangen so zu der Darstellung:

M- = [ ar—— [ acoui Z[w - v’ (Z‘]“)) + Enlz )

Yzoz RES
N—1 (1) n+1
_ ) _ n 1 F2(E)hz (€)
S0 O e [ s e et )

=g d((r)—v(z)1/dr
=L an [F(1)(¢)hzg (¢)H1)/d¢m

()" emg e

20 d¢ <=7

|(:zo

z

B i [(r) — (20"

+ Enl(z, 29
pry (n+1)! w(z 20)

() — ()" ( d
dc

n!

n—1
) f“)(c)hzo(o”‘ + Enlz, )
¢=20
Damit ist die Gleichung (108) gezeigt.
Es ist zu bemerken, dass wir hier nicht auf Konvergenzeigenschaften eingegangen sind. Fir
1(z) = z folgt hey(z) =1 und man erhilt die Taylorreihenentwicklung der Funktion f(z).
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Beispiel (f(z) = z2 und 1(z) = sin(z) um z =0 )

7= Za,, sin” z (119)
n

Wir beachten, dass gilt 1(z) = sinz =sin7, V7 €] — 7/2, w/2[ nur eine Lésung z besitzt desweiteren gilt
M (z) = cos(z) # 0,Vz €] — 7 /2, 7/2[. Somit sind die Voraussetzungen des Biirmann-Theorems erfiillt und
wir setzen 1(z) = sin z in Gleichung (109) ein:

2 2§: sin’l'z (;)nfl é""“
n=1 < sin ¢ ¢=0

ni
in? 21)? 41)? 6!1)? 81)?
_ 2<5|n z+( )sin4z+( )sie (6!° ¢ ( )sinlonr---

21 4 o " FTg M 2T g

N 2n+1 2
2 (n)” . 2t
- - Enl(z,0 120
2 Gy T w(z,0) (120)

Da der Koeffizient 22"(n!)?/(2n + 2)! < 1, Vn € N und sin?(x) < x2, x € R gilt, konvergiert die Reihe
wenigstens fiir reelle Argumente und wir erhalten:
2720 > 22m)? 2n+2

= —————sin z. (121)

— (2n+2)!
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Um die Giite der Reihe zu verdeutlichen sind in der folgenden Abbildung die ersten drei Terme aus der
asymptotischen Reihe (121) zusammen mit der Funktion f(x) = x? dargestellt.

Wir sehen, dass diese asymptotische Reihe nur um den gewahlten Entwicklungspunkt xo = 0 gen&hert wird.
Dies liegt offenbar daran, dass die gewahlte Funktion 1)(z) = sin(z) fiir groBe Argumente beschrankt ist, und
man somit fiir Argumente x > 1 sehr viele Terme in der asymptotischen Reihe benétigt.

2
o
i
|
=
0 |
0 1 2
X
Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik) Asymptotische Analysis

June 15, 2013 74 / 108



Asvmptotische Entwicklung von Funktionen = Theorem von Biirmann

Beispiel zum Theorem von Biirmann Il

Beispiel (f(z) = Inz und ¥(z) = (z — z0)/(z + 20))

z—2\"
Inz = s 0
nz Xn:an<z+zo> 2y #
Es gilt:
@=L A w@m=IT® A p@=0 A w¥@= 2 o
z z+ 29 (z + 2)?
Damit folgt:
e+ 34 (52) ()7 (42)
‘ol \z+2 d¢ ¢\ ¥(¢) ¢=2
1 [z—2\" d\"11
= + — - = + n
n ;n!<z+zo> (dC) C(C %) ¢=2
1 /z—2z\" (—)"71(n—1)!
=1 + — o —1)!
" ;"!<Z+Zo> (Z" ¢ +n=1) -
C=zy
oo 2 7 — 75\ 2t
= [ 122
nzo+m2:02m+l<z+zo> ( )
z — Z 2 /z—2\?® 2/z—2z\° 2/z—z\'
=|nzo+27°+—< 0) +—<7°> +—<7°> + (123)
z+ 2z 3\z+ 2z 5\z+2z 7\z+ 2

Diese Reihe ist konvergent fiir zp > 0 und Rz > —zy # z.
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Die folgende Abbildung zeigt wiederum die Giite verschiedener Approximationen.

2
1+
x
=
T 0
3
1 d
2 . . . . .
1 2 3 4 5 6
X

Die Funktion f(x) = In(x) und das asymptotische Verhalten x — xo = 1 der ersten Glieder der dazugehdrigen
Reihe aus Gleichung (122). In diesem Fall ist die Giite der Approximation deutlich besser als im Fall zuvor.
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Das Theorem von BURMANN wollen wir noch im Sinne einer Laurentreihe erweitern. Dazu
miissen wir weitere Voraussetzungen an das Integrationsgebiet stellen. Wie verfahren dazu dhnlich
wie bei der Laurentreihe indem wir holomorphe Funktionen auf einen kreisringférmigen Gebiet
betrachten. Die Situation ist in der Abbildung skizziert.

Das Gebiet '?a wird definiert durch einen duBeren geschlossenen Weg +,, entsprechend das Gebiet

’(yj,- und der innere Weg ~;. Die Gebiete %,-73 bestehen nur aus inneren Punkten. Auf dem Gebiet

G =49, \7; sei die Funktion f(z) definiert.
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Theorem (Teixeira)

Es sei ein offenes Gebiet G = %a \ %,- gegeben, welches durch einen duBeren Integrationsweg -,
und einen inneren Integrationsweg y; (siehe Abbildung) eingeschlossen sei. Auf dem Gebiet G sei

eine holomorphe Funktion f(z) gegeben. Desweiteren sei eine in %a U «va holomorphe Funktion
¥(C) gegeben, fiir die zusatzlich fiir jedes ¢ € G gilt:

[b(zi)| < [(OI < |(za)l,  Vzi € vi, 22 € 7a (124)

wobei es nur eine einfache Nullstelle zy =€ '(;a mit 1(z9) = 0 gebe. Dann hat die Gleichung

P(¢) = ¥(z) = o nur eine einfache Lésung ¢ € %a, und es gilt die asymptotische Entwicklung:

f(z) = f(z0) + Y antp(2)" +Zﬁni (125)
n=1 n—=1 Y"(z)
mit den Koeffizienten:
_ 1 fO Q)
4= 2mn /a % ()" (126)
B = — [ d¢ FDQu(C)" (127)
27 J., )
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Beweis:

Im Folgenden betrachten wir nur Randzyklen v+ = OU C C und nehmen immer an, dass z € % Wir bendtigen
den aus der Funktionentheorie bekannten Zusammenhang zwischen Anzahl der Nullstelln und Polstellen einer

meromorphen Funktion:

1 (1)

= / a9y (128)
ar ), e —w

dabei bezeichnet N,, die Anzahl der w-Stellen von g und N, die Anzahl der Polstellen von f in '?/ Wir

beschranken uns zundchst auf den Fall einer holomorphen Funktion und einfachen Nullstelle z; € ’c;, so dass gilt:
1
8(0) = (€ —2)8s(Q).  By(z) =" () (129)

Desweiteren sei zusatzlich eine weitere auf'?/ holomorphe Funktion h(¢) gegeben, dann gilt:
1 gt gW(
— dCh = S,. h = s h(() —2— h( 130
el 0 5 ress 3 ress )¢ _Z,)A =3 K= (130)

zey zEy 79
Wahlen wir h(¢) = 1 und nehmen an, dass wir nur eine Nullstelle zy haben, so folgt:

© _ )
o = (131)

Fir den Spezialfall h(z) = 1 folgt, dass fiir eine holomorphe Funktion g(¢) mit einer einfachen Nullstelle gilt
No = 1. Nun gehen wir iiber zu Funktionen 1) mit Nullstellen hoherer Vielfachheit.
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Betrachten wir zunichst die Gleichung (¢) = ¥ (z) = 1. Die Funktion % (¢{) hat nach Voraussetzungen keine
Pole, dann existiert ein n € N und eine holomorphe Funktion A (¢), so dass gilt:

_ o w0 o aD©
O =@+ =Bl = SET RS TS AG (132)

Dabei ist Ay (z) # 0. Ist n =1, so gilt Ay(z) = d)(l)(z), wie im Theorem von Biirmann. Deswegen gilt fiir
eine beliebige holomorphe Funktion h(¢):

/ deh(c (C) () 1 / deh(e) | —1— + A7) Y h(z) (133)
2n o — Yo 227 S, C—z  Ay(Q)
Dabei wurde verwendet, dass Ay # 0 und AE;) holomorph ist. Setzen wir speziell zunichst h(¢) = 1, so folgt:
20 $ »(z)" © 1 YW(C) @)
127_( / d(————— ) = n:0 oy /‘{a Cw(c),ﬁl - 12771' . d¢ w(() =1 (134)

Der letzte Schritt folgt, da v (z) innerhalb von %a holomorph ist und eine einfache Nullstelle in zg € G besitzt.
Mit Hilfe von (133) folgt dann die Anzahl der Nullstellen von 9 (() ist gleich der Anzahl der 1)(z)-Stellen
innerhalb von 7. Das bedeutet nun fiir die Funktion f(z) unter Verwendung von (133) und (134) indem wir
h = f setzen:

f(z) = — d¢

(C)¢(1)(C) 1 M_i M
50 v~ ar ], % S« (135)

2m P(C) —v(z) 2w P(¢) — ¥(z)
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Nun verwenden wir die Eigenschaft (124):

_ F(OPI(Q) 1 F(OPM(©Q)
= / YO — @) /9O w(z)/w(ol " an /7 @I - 50/
)+ Z e / ac nfl + Z e R QT Gk
()" 1 dw<<>"“
)+; 1271' / ¢ (O d¢ +Z¢(z"+1z2ﬂ-n+1/d<fo
— f(z Y(2)" W) =1 1 ) n
- o)+z o | > S e/, 40O

Dies ist die gesuchte Darstellung.
Wenn wir die Abbildung ¥(¢) — (¢ — z)/(¥(¢) — ¥(z)) betrachten, erhalten wir fiir die
Koeffizienten «, formal das Ergebnis aus dem BURMANN-Theorem. Setzen wir ¢(¢) — (¢ — z)

dann gewinnen wir die Laurentreihe.
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Beispiel (f(z) = z°)

2z

P(z) = 1122 72p=0 (136)

Betrachten wir das asymptotische Verhalten z — 0 der holomor-
phen Funktion f(z) = z und entwickeln diese nach der Funktion
9. Die Nullstelle von 1)(z) sitzt im Ursprung zp = 0 und ist offen-
bar einfach. Wir wahlen fiir ~; einen Kreis um den Ursprung mit
einem beliebig klein wahlbaren Radius € und bezeichnen diesen
mit kg und fiir v, einen Kreis mit Radius r > ¢, den wir mit
kg bezeichnen. Die Abbildung zeigt |1/(z)| im Bereich |z| < 1.
Offenbar kann fiir jedes z € G ein € gefunden werden, so dass
gilt:
92 eng < 1(2)]

Die beiden Pole sitzen bei +2. Fiir einen hinreichend kleinen
Radius r gilt fiir kg:

[0 < (@), e
Das bedeutet nach TEIXEIRA, dass die Gleichung

() = %(2) = o, 2 €Y, = Ry

nur eine Lésung hat.
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Insgesamt lassen sich damit die Koeffizienten «, berechnen:

B 64{ > ol—n
= 2mn / NG jar Dy — n=2)

Fiir die Koeffizienten 3, erhalt man analog:

Zusammengefasst erhalten wir die Darstellung:

2 er -1 27 \?
7= — (I =1/ +1)! <1+22) (137)

In der Abbildung sind die ersten Terme der asympto-
tischen Entwicklung mit der Funktion f(x) = x* ver-
glichen. Zudem erkennt man, dass die Reihenentwick-
lung konvergent ist fiir |z] < 1.

Michael@Karbach.org (BUW - FG Physik)

d
227'rn A Satoy

=x2

()

_2(1+C2)"
n
n/2 — 1)
¢(29)"
1+
el

s

217n n n 20
__c Hn—2e2m
¢=0  n(n—2)! mX:% <m) ¢ ¢
(n=2)185m n—2
tn=2,4,6,...
: sonst
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Definition (Differintegration)

Fiir eine in ¢ = z analytische Funktion f(z) ohne Verzeigungsschnitte ist die Differintegration der
komplexen Ordnung v nach einer analytischen Funktion 1(¢) definiert durch:

vz v (1)
dvf(z) . r( +1 / dc MCCW (©

) PR (138)

Dies konnen wir auch mit Hilfe der partiellen Integration umschreiben in:

d”f(z . F(y) 1
dulz) / 9 g dc TGEOR

Fir v = n und ¢(¢) = ¢ folgt die bekannte Formel:

d"f(z) . G
dzv 127r/ 4 Tyt (¢ — z)v+1
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Theorem (Lagrange)

Es seien innerhalb und auf dem Weg ~, holomorphe Funktionen f(z) und h(z) gegeben und es sei

IAh(za)| < |za — 20|,  Vza €7a, VzoE€7a AEC, (139)
dann hat fiir ein festes zy die Gleichung

¢ = zp + Ah(Q), (140)

eine Losung ¢ € %a und jede in 'Oya holomorphe Funktion f(z) kann in eine Potenzreihe in A
entwickelt werden und es gilt:

e AN
) = Fz0) + > o o — [Foomor]| (141)
n=1 (=2
y
Beweis:
Der Beweis folgt mit Hilfe des Theorems von TEIXEIRA, wenn wir die holomorphe Funktion v(¢) schreiben als:
¢— 20 o o
P(C) = , 20 €% CE€7vaUn. 142
©="%0 ’ K (142)
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Dann gilt zum einen, dass zy eine einfache Nullstelle von () ist und dass die Gleichung (140) geschrieben
werden kann als:

Zy — Z

A=wQ) = Q= — ().

Damit ist die Voraussetzung des TEIXEIRA-Theorems erfiillt, da zusatzlich noch angenommen wurde, dass f(z)

inG= %a U 7y, holomorph ist verschwinden alle Koeffizienten: 8, =0, n = 1,2, .... Desweiteren hat die
Gleichung (140) nur eine Losung. Fiir die Koeffizienten «, folgt:

1 FOOM” 1 1 d?
= 2mn /Ya d¢ (¢—=z)"  n(n—1)d¢nt f

Fiir der Fall op miissen wir im Beweis zum TEIXEIRA-Theorem von der folgenden Gleichung starten:

w“ © 1 AN
T 2n /7 WA 7,271'/ ¢ O ( " ho )~ @

Damit folgt insgesamt aus (125) mit ¥ (z) = A:

W(¢)h

s n=12 ..

o A" dn—l
f2) =3 Ty ggmr 1 (OmO”

C=z9
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Beispiel (z — 20 — Az~ = 0)

Sei |z(z — z0)| < |A| und |A| < |z0|/2, gesucht ist die Losung der Gleichung:

A
z—z——=0
z

Aus dem LAGRANGE-Theorem (141) folgt mit f(z) = z und h(z) = 1/z:
2n —2)! (=)"! 1. (4N /1/2
z = 20+Z n'(n—l)l 2"71 =2 1+5 L Zg" ( n )

Dies ist eine der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung.

Beispiel (z =1+ A\z%)

2 (14 iran/z)

z=1+Az%, a>0, (A—0) (143)
Dann gilt asymptotisch:
z—1+)\+Z Hom—l (144)
n=2 ! 1=0
,-, n—1

In(z) = A + Z H(an — ) (145)
n=2 y
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Gesucht ist das asymptotische Verhalten fiir A\ — 0. Wir setzen demnach h(z)
(141) fiir zwei verschiedene Funktionen f(z) = z, In(z):
1. f(z)=zund |z| < 1/

= z% und verwenden Gleichung

n n—1
z—HZ’\ d o

n— 1
n=1 C

oo )\nn72 )
FA+Y S Jlen—nD=1+x+aX +...
n=2

n!
¢=1 I=

Fiir den Spezialfall o = 2 folgt:

o@n) &, (2n) 1 o 1/2 1
z_1+)\+an T 7§Am:5<1 Z ( ))_—(1—\/1—@\)

2A
2. f(z) = In(2) fiir A < |(a — 1)* o™

0o ynn—1

A+anHan—l)—)\+)\22a T

¢=1 =2

A" gn?t
In(z) = A + Z o de ™"
n=1
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Als unmittelbare Folgerung aus dem allgemeinen LAGRANGE-Theorem ergibt sich:

Lemma

Es sei eine in einer Umgebung U um z = zy = 0 holomorphe Funktion h(z) gegeben, fiir die gilt:
h(0) # 0, dann existieren reelle Zahlen ., B so dass fiir |[\| < a und |z| < B die Gleichung:

¢ = Ah(¢) (146)
eine Lésung z = ¢ besitzt, fiir die gilt:
) n dnfl

z= h(Q)"

. =i
= nl d¢n

(147)

¢=0

4

Beweis:

Dies folgt aus dem allgemeinen LAGRANGE Theorem wenn man dort zg = 0 und f(z) = z setzt.
Wir betrachten einen um den Ursprung geschlossenen Weg ~,, der ganz in U liegt. Aus der
Gleichung (139) folgt:

Al < ‘ (148)

max
ZaE’Ya

h(z.) h(za)

Die Konstante 3 wahlen wir etwa als den maximalen Abstand des Weges v, vom Ursprung.
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Beispiel (Lambert-W-Funktion)
26" = A (149)J

@ Betrachten wir zundchst A — 0, dann folgt mit h(z) = e~ * die asymptotische Losung:

oo n dn—l

z=W(\) =

n=1

oo n—1
—n¢ _ n(in) _ 2
=t =5 N = AN T - (150)
n=1

¢=0
Die Funktion W/() ist als die LAMBERTsche- W-Funktion bekannt. Der Konvergenzradius ist |[A| < 1.

@ Nun betrachten wir:
=t (151)

und suchen das asymptotische Verhalten fiir t — co. Dann sind die Voraussetzungen zunachst nicht
erfiillt und wir miissen die Gleichung zunichst umschreiben, indem wir sie logarithmieren und umschreiben:

z=Int—Inz. (152)
Nun kénnen wir das allgemeine LAGRANGE Theorem benutzen mit:
zp=Int A A=-1

dann folgt:

8
=
Q
3
L

z=Int+

Inlnt 1 /Inint\?
—(n¢)"|  =Int—Inint+ — +7<”" ) . (153)
Int 2 Int
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Newtonverfahren

Fiir eine gegebene Funktion f(&), die an der Stelle £ = z eine Nullstelle besitzt fiir die gilt
f((z) # 0, konvergiert das Iterationsverfahren:
f(zn)

Zn+1 = Zn — f_(T(Zn), n:071,2,... (154)

unter bestimmten Voraussetzungen an die Funktion (&) gegen eine Nullstelle von ().

Die genauen Voraussetzungen sind langlich und involvieren im Wesentlichen
Beschrinktheits-Eigenschaften der ersten Ableitung f(1). Insbesondere geht die GréBe der
Ableitung an der Nullstelle z ein. Letztere ist aber gesucht. In der Praxis treten deswegen
verschiedene Fille auf:

o Die Folge divergiert

@ Die Folge konvergiert, aber nicht zu der gewiinschten Lésung

o Die Folge oszilliert

Die Folge konvergiert gegen eine vermutete Losung, aber es ist nicht moglich dies zu
beweisen.

In vielen Fallen ist es wichtig gute Startwerte zp zu besitzen. In Abhangigkeit der Giite der
Startwerte kann das Verfahren konvergieren oder nicht.
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Beispiele zum Newtonverfahren |

Beispiel (Lambert-W-Funktion W(z))

8=\ = wne"™ = ec (155)J

@ Fiir kleine X ist die Lésung z von:
ze® = ), Al <1
gesucht. Dies ist dquivalent damit, die Nullstelle von f(z) = ze” — X zu finden. Dann gilt fiir das
Iterationsverfahren:
zZp — e %0 - 2,2, + e %

1+ 2z, - 1+ 2z,

Zp4l = Zp —
Fiir kleine X\ scheint zg = X eine verniinftige Wahl zu sein. Damit folgt fiir die Iterierten:
3
n=A—N+ 5,\:“ + 0

8,4, 1255 54, 16807

z =z -3+ 0N A — o\

24 5 720
16384 531441 531441 156250 2357947691
I — 8 9 9 _ AL AL o(aR)
315 4480 4480 567 3628800

Dies stimmt mit der Entwicklung (150) in den jeweiligen Ordnungen iiberein. Im Ubrigen erhdlt man in
jeder lterationsstufe 4 weitere Glieder.
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Beispiele zum Newtonverfahren |l

@ Fiir groBe X ist die Lésung zy von:

ze® = ), Al >1 = Znp1 = i%ﬂ
Nun ist A groB und wir verwenden als Beispiel zwei verschiedene Startwerte:

0= At

=2 = a=Xr-1+007)

n=xr-2+001"1H

z=XA-3+00Q17"

Man erhélt also keine konvergente Folge!

zo = InX:

z,=InA—n+0(1) =2z — n+ O(1)

Auch hier erhdlt man keine konvergente Folge. Verbessern wir den Startwert weiter.
zo=InX—1InlnX:

Inln A

71 =20 + nX
B InlnXx 1 /IninA\?2
=20t +§( In)\> +

Die nachste Iteration stimmt offenbar iiberein mit der exakten Form.
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Beispiele zum Newtonverfahren 11l

© Betrachten wir das Beispiel weiter schreiben aber die Gleichung erst einmal um und logarithmieren:

z+Ilnz=1InX e Zni1 = Zn (1—1Inz,+1InX)
1+ 2z,
Beginnen wir fiir groBe A mit dem Startwert zg = In , so folgt:
zz=InA—=Inln X
+|n|n)\
2z = Z
27T Thna
+|n|n)\+1 Inln A 2+
73 = Z -
T T T2 U

Man sieht in diesem Fall reicht der Startwert In A aus um die ndchsten Terme in der asymptotischen Reihe
zu erzeugen, auch hier sind die aufgefiihrten Iterationen libereinstimmend mit der Lagrangereihe.
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Beispiele zum Newtonverfahren 1V

4—x2—2xe_'€cosh'y—e_2k”, K,y >0

Beispiel (Nullstellen eines Polynoms p(x))
p(x) = x (156)J

Gesucht ist das asymptotische Verhalten der groBten positiven Nullstelle xo = xo(r,y) > 0 des Polynoms p
(p(x0) = 0). Aufgrund der DESCARTschen-Vorzeichenregel wissen wir, dass es hdchstens eine solche Nullstelle
gibt. Man kann zeigen, dass es genau eine gibt. Hier wollen wir jedoch das NEWTON-Verfahren anwenden und
diese Nullstelle fiir verschiedene Grenzfalle der Parameter «, vy konstruieren.
kK = < 1: In diesem Fall lautet die zu I6sende Gleichung:
0=p(o)=x5—x5 —(L+e ) —e ",

Fiir k = 0 lautet die zu Isende Gleichung: 0 = (xJ)? — xJ — 1. Fiir das Newtonverfahren
verwenden wir diesen Punkt fiir £ > 0 als Startwert und erhalten im ersten Schritt:

Pig) _ 0 (8 +1P — (g —(L+e )3 —e ™
p(x¢) ~° 4(x0) —2x0 — 1 — e~ 2x

0
X():X[J*

Dies entwickeln wir bis zur ersten Ordnung O(x) und erhalten:

2(x 4+ 1)

O(x2
e K+ O(k%)

0
Xo = Xy —

Eine weitere Iteration und einsetzen der expliziten Lésung Xg ergibt:

1+2\/§_%+<5+%>

2
o)

xo(k, k) = 20
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Asvmptotische Entwicklung von Funktionen  Lagrange Theorem

Beispiele zum Newtonverfahren V

k=~v>1:

K—y> 1L

Fiir groBe Werte des Parameters ist die kleine GroBe e 2" um die entwickelt werden muss

und deswegen benutzen wir als Startwert die Lésung des Polynoms fiir kK = oo und
bezeichnen diese mit x§° fiir die gilt: 0 = (xg°)® — x§° — 1. Fiir das Newtonverfahren
ergibt sich damit nach dem ersten Schritt und einer Entwicklung in e:

1 - y
xo(k, k) = x3° %efu +0(e™*)
0

Weitere Iterationen des NEWTON-Verfahrens ergeben die héheren Ordnungen in e,

In diesem Fall ist die kleine GroBe e~ " und k > ~. Deswegen fallen die letzten beiden

Terme weg und das zu Iésende Polynom lautet 0 = xj — xZ. Die groBte postitive Nullstelle
ist demnach xp = 1 und wird als Startwert des lterationsverfahrens verwendet. Das Ergebnis
der ersten beiden lterationsschritte lautet:

—2kK

xo(k,v) =1+ e "coshy+ eT(l —3cosh®7) + ...

Es ergibt sich systematisch eine asymptotische Reihenentwicklung in Potenzen von e~ " und
Koeffizienten, die von ~ abhdngen.
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Beispiele zum Newtonverfahren VI

v — Kk > 1: In Diesem Fall sehen wir, dass fiir groBe ~ der dritte Term sehr groB wird und deswegen die
groBte Nullstelle ebenfalls mit wachsendem ~ wachst. In fiihrender Ordnung gilt deswegen:

4 y—o0 —k
Xy '~ 2xpe " coshvy

Deswegen setzen wir fiir das NEWTON-Verfahren als Startwert:

xo0 = (2e " cosh v)*/3

Die ersten beiden lterationsschritte fiihren auf:

1 e "

1/3
+ 3(2e~* cosh )1/3 + 6 cosh v +

xo(r,7) = (2¢ " cosh )

Wir sehen es handelt sich um eine asymptotische Reihe. Der erste Term divergiert, die
folgenden Terme verschwinden im Limes v — co.
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Asymptotisches Newtonverfahren N-dimensional |

Newtonverfahren in N Dimensionen
Fiir eine gegebene Funktion f mit Komponenten f;(&1,...,&n), i = 1,..., N, die an der Stelle
€ = z € R eine Nullstelle besitzt fiir die gilt J=1(z)f(z) # 0, konvergiert das Iterationsverfahren:
Xni1 = Xn — I (xn) F (xn), n=0,1,2,.., z, €R. (157)
mit
9h(8) oA (&)
081 9En
o= - - |, ¢erV (158)
ofn(§) ofn(§)
081 T 3y
unter bestimmten Voraussetzungen an die Funktion (&) gegen eine Nullstelle z von f(£). )

Es gelten die selben Bemerkungen wie im eindimensionalen Fall.
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Beispiele zum Newtonverfahren |

Lagrange Theorem

Beispiel (Zwei Nichtlineare Gleichungen)

fi(x, x) = xlzxzzez'i — (L +xe™) (1 + xe"7)

(159)
fh(x, %) =" (x1 — x) (160)

Dieses Beispiel ist dquivalent zum Polynom (156) und es gilt:
Ix) = e <2X1x22e”+7 — ei”(l + xe"77) 2x12xze"er —_(1 + xle"J”)) (161)

Betrachten wir als Beispiel den dritten Fall x > ~, dann folgt mit den Startwerten xo = (1, 1) zunéichst:

_ e " 1 et —1 2coshy + e~ "
1)z ——— ) A F(1) = —e® v
) 2er — 2 coshy (1 —e" Y 4 eh) @ ¢ (

0
_ 1 2coshy +e™ "
0 =1-47 ) = <1) <1+ m)

Unter Beachtung, dass (x0)1 = (x0)2 gilt, ergibt sich in fiihrender Ordnung:

und damit

(XO)I = (Xg)z =1+ e " cosh o
Dies ist in niedrigster Ordnung identisch mit dem zuvor erhaltenen Ergebnis.
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Bernoulli-Polynome und Zahlen |

Die EULER-MACLAURIN-Formel wird bei der numerischen Berechnungen von Summen benétigt.

In diesem Theorem treten die BERNOULLI-Zahlen auf, die wir zunachst einfiihren werden.

Definition (Bernoulli-Polynome und Zahlen)

Die Bernoulli-Polynome sind definiert durch die Gleichung:

d
— Bp+1(x) = (n+ 1) Ba(x), n=0,1,2,...

162
o (162)
und
. . 1
Bo(x) =1 A Bi(x) = x — >
und den Randbedingungen:
B2n11(0) = B2nta(1) =0,  n=1,2,... (163)
Die Zahlen B, = B,(0) nennt man die Bernoulli-Zahlen. )

Die ersten BERNOULLI-Polynome lauten:

1 1
Bo(x) =1 Bz(x):xz—erg B4(X):X4—2X3+X2—%
1 1 5 1
Bi(x) =x— = Bs(x) = x° — EXZ + 5% Bs(x) = x° — EXA + §X3 i
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Bernoulli-Polynome und Zahlen |1

Die BERNOULLI-Zahlen und Polynome haben die folgenden Eigenschaften:

Lemma

Die BERNOULLI-Polynome Bn(x), n € N sind eindeutig bestimmt und es gilt:

o
(=)"Bn(1 — x) = Ba(x) (164)
° 1
/ dx By(x) =0 (165)
0
QO o
(=)"B2n—1(x) > 0, Vx €]0,1/2[ (166)
5]
(=)"[B2n(x) — B2a] >0,  Vx €]0,1] (167)
5)
(=)""'Bsy >0 (168) |
Beweis:

Zunichst folgt aus der Definition (162), dass Bn(x) ein Polynom vom Grade n ist und die
folgende Darstellung besitzt.

Bn(x) = x" + an_1x" 4+ aix + ag (169)
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Bernoulli-Polynome und Zahlen [lI

Der Koeffizient vor der héchsten Potenz muss 1 sein, da dies durch Bp(x) und Bi(x) festgelegt
wird. Somit ist fiir ein festes n das BERNOULLI-Polynome B,;1(x) bis auf eine
Integrationskonstante definiert. Diese wird aber durch die Randbedingungen (163) eindeutig
festgelegt. Man beachte, dass durch die Definition von n — n + 1 zunichst nur eine Konstante
frei ist, aber die Randbedingung auch nur jedes zweite BERNOULLI-Polynom fixiert. Nach
zweifacher Integration von (169) fiir Bop,—1(x) ergibt sich:

BQ,,+1(X) — X2n+1 4 (2n+ 1)(2n) Oé2n_2X2n NS (2” + 1)(2n)

2
(2n)(2n—1) 2 a0x” + (20 + )fix+ fo

womit By und By liber Bopy1 = Bopt1(1) = Bant1(0) = 0 bestimmt sind. Die BERNOULLI-Zahlen
Bop sind damit liber (162) ebenso bestimmt. Zusammengefasst sind BERNOULLI-Zahlen und
Polynome eindeutig bestimmt und wir konnen die Eigenschaften 1.-3. betrachten:

O Dies folgt aus der Definition, da die Polynome: B,(x) = (—)"Bn(1 — x) ebenso die
Definitionsgleichungen erfiillen und fiir n = 0,1 folgt: Bo(x) = 1 = Bp(x) sowie
Bi(x)=x—-1/2=—(1—-x—1/2) = Bi(x).

@ Ebenso wie Byp11(0) = Ban+1(1) gilt, folgt nach Gleichung (164), dass gilt:

B>,(0) = Ban(1) = Baj,. Hieraus folgt unmittelbar:

1
1
/ dx Bp(x) = —— [Bn+1(1) — Br41(0)] = 0, Vn e N.
0 n + 1
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Bernoulli-Polynome und Zahlen IV

© Per Induktion folgt: —Bi(x) =1/2 — x also (166). Nehmen wir also an die Behauptung
(166) gelte fiir n, dann folgt zunachst:
(=)"
2n

[Ban(x) — Bon] = (—)" /0 " dt Ban_1(t) > 0,

fir 0 < x < /2. Aufgrund der Symmetrie (164) gilt dies dann auch fiir 1/2 < x < 1 und
damit insgesamt die Aussage aus Teil b). Damit folgt aber fiir x = 1 zusammen mit (163):

/ Cdt (1) [Ban(t) — Bar] = —(=)"Ban,

0

>0

also (=)"1By, > 0 und damit folgt Teil c). Es bleibt der Induktionsschritt von n — n+ 1
zu zeigen: Dazu bemerken wir zunichst, dass wegen (164) Bp+1(0) = Ban+1(1/2) = 0 gilt.
Hatte nun Bapt1(x) in ]0,1/2[ eine Nullstelle, so hatte auch

Béilrl(x) = (2n+1)(2n)Bop—1(x) eine Nullstelle, was aber im Widerspruch zur Annahme
ist, also hat Bppy1(x) keine Nullstelle in dem Bereich und das Vorzeichen ist gegeben durch:

sgn(Bé},ll(O)) =sgn((2n+ 1)By,) (168) (—)"*L. Damit ist die Aussage fiir n + 1 gezeigt,
und damit die gesamte Aussage 3.
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Euler-MacLaurin Summenformel |

Theorem (Euler-MacLaurin Summenformel)

Sei f € K ([a, B]) eine 2k-mal stetig differenzierbare Funktion im Intervall [a, B]. Dieses
Intervall sei aufgeteilt in N gleiche Teile und es sei h = (8 — a)/N. Dann existiert ein
0,1 >0 >0, welches von f(z")(x) auf [a, B] abhéngt, so dass gilt:

N B k—1
1 f f halel
> fla+nh) = ;/dt f(t) + (5);’ () + > oy Balf®V(B) — £ ()]
n=0 ) =1 ( )
h2k N—-1 (2k)
+—Bok > F®9(a + nh+ 6h). (170)
(k)
Hierbei sind B; die BERNOULLI-Zahlen. y
Beweis:
Wir betrachten zuniachst:
1 1
/ dt f(t) = Bl(t)f(t)|éf/ By (t)F (),
0 0
1 1
[ B0 = 5 a0f0) -3 [ a0,
Jo 2 0 2 Jo
"1 1 1 1 1
(n) _ () _ (n1)
/O Ba(t)f"(t) = par] Bnya(t)f (t)\O n+1/0 Bnya ()" (t). (171)
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Euler-MacLaurin Summenformel Il

Beachten wir nun (163), so erhalten wir aus Gleichung (171):

k—1

/oldtfm = %(f(mf(o»—z(ff)'l (F2) = F279(0) + &,
I=1 i
B = Wl_m/oldf’%k—l(r)f(%”(r).

Fiir den Restterm erhdlt man durch erneute partielle Integration:

E = [(sz(f) - sz)f(2k71)] =

(2k)l 0 (21)! /o1 o Bu(6) = Bl 910

=0

Das Argument [Bak(t) — Bak] im Integral andert laut (167) das Vorzeichen nicht. Damit sind die
Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt und wir kénnen den Restterm schreiben in der Form:

1
= ——— By f (0 0<6<1.
« K1 2k 0), <6<

Nun betrachten wir:

/dtf Z/ dt f(t Z/dtf(t+n
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Euler-MacLaurin Summenformel 11

und setzen (172) ein:

k—1 N—1 N—1

/dt f(t) = Z % > "ji)ll Z { @D (4 1) (zH)(n)] N (fik)l 3 F29(g 1 )
’ "~ = = * =0
- FO)+F(N) B B
= 'Z:;f(n) - % _ 12:1: (212)’! {f(Zl V() — F@=D () ] Bo Z £ (9 4 n)

Es bleibt noch eine Variablensubstitution ibrig: t — x = ht + a mit h = (8 — a)/N. Unter Beachtung der
jeweiligen Transformationsregel fiir Integration und Differentiation gelangt man zu:

B N
1 f(o +f(ﬁ) By - _
E/dxf(x) = Eﬂ:o: fla+nh) — "X T0RP) §:h2’ ! N [ Fe=D gy — £ 1)(a)] T & (176)
mit
£, _pk By " (2k)
= — - > (e + nh+ 6h). (177)
(2k)!

Durch Umstellung folgt (170).
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Beispiel zur Euler-Maclaurin Formel

Beispiel (EULER-MACLAURIN mit k = 1)

N N—1
S fla+nh) = %/5 dt f(t)—i-w—i- ;’Z Zf(2>(a+nh+eh) (178)
n=0 @

In der statistischen Mechanik wird oft eine Approximation fiir die GroBe N! benétigt, wenn N eine sehr groBe
Zahl ist, etwa die Zahl der Teilchen eines Systems. Um eine erste heuristische Abschatzung zu bekommen,
geben wir eine grobe Naherung an, die man mittels der Sattelpunktsmethode noch verbessern kann. Es ist
einfacher die Approximation zunichst fiir den Logarithmus zu suchen. Wir gehen aus von der Identitat:

N
InN!'=>"Inn (179)
n
Nach der EULER-MACLAURIN-Formel gilt nun:
N N In(1) + In(N 1 N
Inn= dt Int+ ——— — — 180
; nn /1 nt+ > T g n+0 (180)
woraus folgt:
InN
InN!:NInN—N—}—T—&-O(l). (181)
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Aquivalente Formen der EULER-MACLAURIN-Formel

Beispiel (k =00, a =0, h=1)

N oo
S = [[ae e+ OGN 5 B[y - o] o)
n=0

4

Beispiel (k =00, @ = No7 B =Ni; N=N; — No)

Z f(n) / dt f(t) S M L i % [f(Zl—l)(Nl) _ f(2l—1)(N0)] (183)
n=Np No =1 :

y

Beispiel (k =00, h=AV)

f(0)+f NAV) i By
(

2] [ C-I(nAv) — f(2/71)(0):|

N 1 NAV
f(nAV) = — dt f(t) +
Sornav)= gy [ @

(184)
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